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要　　　約：２次元空間R2上のYang-Mills-Higgs系は、Higgs場を離散空間の
ゲージ場と解釈することによって、非可換離散空間R2×Z2における
Yang-Mills理論とみなすことが出来ることを行列微分形式の方法で
示した。R2上のボルテックス方程式はR2×Z2という疑似的な４次元
空間におけるインスタントン方程式とみなすことができることを
明らかにした。

キーワード：非可換幾何、ゲージ理論、BPS方程式、インスタントン、ボルテッ
クス

１．	はじめに

　場の理論の量子論的な性質を分析する際
に、古典場の方程式の厳密解が重要な役割
を果たすことは広く認識されている。特に
Yang-Millsゲージ理論や、Yang-Mills-Higgs
理論の場合には、対称性の破れや閉じ込めな
どの量子効果を理解するためにも、古典場の
方程式の解を体系的に得ることは非常に有用
である。ところが、これらの理論の場の方程
式は非線形２階微分方程式であり、一般には
可積分ではないため、その解の構成は容易で
はない。しかし、一方でこれらの理論には、
場の方程式を自動的に満たすような１階微分
方程式とその解の集合が存在することが知ら
れている。４次元Yang-Mills-Higgs理論の静
的な３次元エネルギー積分を最小化する境

界状態として提案されたこの方程式は、BPS
（Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield）方程式
と呼ばれ、非アーベル的モノポール解を与え
るものである。また４次元時空の計量符合を
ユークリッド化してYang-Millsゲージ理論を
考えた場合の、４次元作用積分を最小化する
境界状態である、自己双対Yang-Mills（Self-
Dual Yang-Mills = SDYM）方程式は、イン
スタントン解と呼ばれる古典解を与えるもの
である。これらの解は、ゲージ理論における
ソリトン解と考えられ、トポロジカルな安定
性という特性がある。
　近年の理論では、BPS境界の役割を超対称
性の観点からとらえることが多く、SDYM方
程式等の自己双対性を持つ同様の方程式の解
を含めてBPS状態と総称することもある。本
稿では理論に超対称性を導入することを前提
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とはせず、BPS超対称状態の議論とは切り離
して、自己双対性の観点に絞って考察するこ
とにする。
　自己双対Yang-Mills方程式の解、すなわ
ちインスタントンに対するADHM（Atiyah-
Drinfeld-Hitchin-Manin）の構成方法は、ゲー
ジ理論のソリトン解を得るための、最も
成功した手法の一つである。この理論では 
SDYM方程式の情報は解のパラメーターであ
るインスタントンモジュライ空間の関係式に
翻訳される。非アーベル的モノポール方程式
の場合、同様の構成方法は、Nahm方程式と
呼ばれる微分方程式に翻訳するものである。
これらの理論の特徴は、もとの微分方程式も
解空間のパラメーターの従う方程式も、どち
らも SDYM方程式を簡約したものとなって
いる点である。
　 ２ 次 元 空 間R2上 のYang-Mills-Higgs理 論
のソリトンであるボルテックスの場合、
ADHMに類似のモジュライの関係式と、微
分方程式の複合情報に帰着されるが、half 
ADHMと呼ばれるこの関係は、その基本原
理が良く理解されていない。その類似性を理
解するためには、R4上のYang-Mills理論の自
己双対性との関係をより深く理解する必要が
あるように思われるからである。本稿では、
R2上のボルテックスとR4上のインスタントン
の関連を明らかにするための理論構築の有力
な方法を提示した。２次元空間R2上のYang-
Mills-Higgs系は離散型非可換空間R2×Z2にお
けるYang-Mills理論とみなすことが出来るこ
とを行列微分形式の方法で示した。Higgs場
を離散空間のゲージ場と解釈することによっ
て、Higgs機構による対称性の破れを含めた
ゲージ原理をみたすことが理解される。これ
によって、R2上のボルテックス方程式はR2×
Z2という疑似的な４次元空間におけるインス
タントン方程式とみなすことが可能となる。

２．	非可換離散空間のゲージ理論

　ここで考える離散空間は、２点（２つの要
素）だけからなる空間であり、微分形式が非 

（反）可換離な代数に従うため非可換離散空
間と呼んでいる。代数としてのp進数整数環 
Zpとは構造が異なるが、偶奇の二値構造に注
目して扱う場合が多いので、空間を表す記号
としてはZ2空間と表記している。
　実際にはZ2空間だけを取り出して考えてい
るわけではなく、M×Z2のように通常の空間 
Mとの積構造の空間における微分幾何構造を
考えるが、最初にZ2空間における微分形式の
定義を行い、ゲージ場と解釈できる接続形式
1-formの性質について考察する。
　本稿では、このZ2空間に対して具体的な「座
標」表示を用いず、座標に依存しない微分形
式を導入することによってその性質を記述し
ている。２点そのものではなく２点間を平行
移動する接続形式によって表現していると考
えてよい。M×Z2空間の場合で考えると、通
常の空間Mの各点ごとにZ2空間の２点が乗っ
ていると見ることもできるが、２つのM空間
が有限距離を隔てて２枚のシートのように重
なっていて、この離散距離をつなぐ平行移動
が存在すると見ることもできる。前者が座標
表示での表現だとすると、後者は接続形式、
すなわち微分形式による表現と考えることが
できる。本稿では、後者の表現を用いた場合
のゲージ場の理論の構成を行う。Higgs場は
離散空間のゲージ場であり、２枚のシート間
の「距離」にあたる量の逆数がHiggs質量を
与える。自発的対称性の破れを離散空間の幾
何学構造として組み込んでゲージ原理を実現
している点が注目に値する。

２．１．Z2空間の微分形式
　Z2空間の微分形式は２×２行列で表され
る matrix differential formで あ る。matrix 
differential formにはZ2 gradingが導入され、



（ 3 ）

— 3 —

論　説

非可換離散空間におけるゲージ理論とBPS方程式

oddとevenの２種類に分けられる。対角要
素だけで出来ている行列がevenで反対角要
素だけで出来ている行列がoddである。この 
gradingにはevenで０、oddで１なる符合数が
与えられていて、formのdegreeはこれに一
致すると考える。後で拡張について触れるま
で、degreeもmod 2で考えることとする。一
般の２×２行列は

として、混成differential formと考える。ma-
trix differential formどうしの外積（wedge積）
は、基本的には行列の積であるが、詳細は後
述する。２×２行列の基底を

とすると、e00, e11はeven、e01, e10はoddであり、 
Z2 grading符合数は

[e00] = [e11] = 0, [e01] = [e10] = 1

である。一般にgradingを与えられた２つの量
ＦとＧに対して、その順序を入れ替える際に

FG = (−1) 
[F] [G]

 GF

のように符合が出る。（ここではFGの位置と
しての順序のみを問題にしている。代数的な
積構造は別に計算のルールが与えられている
とする）
　このとき、一般の２×２行列は

と表現される。後の便宜のために、行列の
基底を左側に、成分を右側に書く約束とす
る。微分形式を定義する空間として、M×Z2

のように通常の空間との積構造の全体空間
を考える場合は、matrixの要素A, B, C, Dは、
一般に通常の空間のdifferential formである。
[X]はform Xのdegreeを表すもので、matrix 
differential formに対してはgradingの符合数
に一致すると考える。後の議論では、具体的
にZ2空間のp-formを定義するが、そこでは 
degreeはp=0, 1, 2の値を取りうる。この場合
でも、matrix differential formのdegreeの偶
奇がgradingの偶奇に対応するので、grading
の符合数とformのdegreeを同一視してもmod 
2で定義される符合数としては問題はない。
matrix differential formの外積∧は、通常の
行列の積にgradingの符号を考慮したもので

　と定義される。組み合わせて積を求める要
素の対応関係は通常の行列の積と同じである
が、左側に位置する行列の要素を右側のもの
に作用させる際に、左の要素の位置の偶奇に
依存して要素のgradingの符号が出ると考え
ている。
　上で定義した２×２行列空間の基底間の積
の基本代数は

eij  ekl = δjk eil

具体的には
e00 e00 = e00, e00 e00 = e01

e01 e10 = e00, e01 e11 = e01

e10 e00 = e10, e10 e01 = e11

e11 e10 = e10, e11 e11 = e11
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であるから、上の外積は と計算していることになる。ここでのポイン
トは、成分である通常のdifferential formと
matrix differential formの基底の順序を入れ
替える場合にも、符号が出現すると考えるこ
とである。Z2 gradingのみを担う基底 {e0, e1}
を導入すると

e0e0 = e0, e0e1 = e1, e1e1 = e0

となるので、これを用いて

　 と 計 算 し て も よ い。 通 常 のdifferential 
formとZ2 grading基底の順序を入れ替える場
合にも、符号が出現すると考えている。
　Z2空間のdifferential formとしては、even, 
oddだけではなく、formのdegreeとして0, 1, 
2-formを考えることができる。
　２×２単位行列１およびPauli行列 τ1, τ2, τ3

とする。一般に２×２行列は、（1, τ1, τ2, τ3）
を基底として展開できるので、これらをeven 

（1,τ3）とodd（τ1, τ2）に分ける。1を0-formと
して、τ1, τ2を1-formの基底θ1, θ2と考えると、

Z2空間の2-formは

θ1 ∧θ2 = τ1τ2 = iτ3

を基底とすることがわかる。一般の２×２行
列は

と展開できるので、A = Bでない場合は、
matrix formや通常のformとしてだけでなく 
totalとしても、異なるdegreeのformが混在
する。



（ 5 ）

— 5 —

論　説

非可換離散空間におけるゲージ理論とBPS方程式

２．２．Z2空間の外微分作用
　Z2空間の外微分作用は

dV = i [η,   }

と定義される。 [α, β}はgraded commutatorで、

[α, β} = αβ − (−1)[α][β] βα

ηは

η2 = 1

を満たすoddなmatrixである。ここではM×Z2

空間を念頭におき、M空間方向を Horizontal, 
Z2空間方向をVerticalと呼び、それぞれの空
間の外微分作用をdHおよびdVと表す。
　このとき

dVα = i [η, α }
d2

Vα = i [η, i [η, α}} = − [η, [η, α}}

graded Jacobi恒等式

　(−1)[A] [C] [A, [B, C}}
+ (−1)[A] [B] [B, [C, A}}
+ (−1)[C] [B] [C, [A, B}} =0

に、A = η, B = η, C = αを代入して

(−1) [α] [η, [η, α}}
− [η, [α, η}}

+ (−1) [α] [α, [η, η}} =0

より

2 (−1) [α] [η, [η, α}}
+ (−1) [α] [α, [η, η}} =0

であるから、[η, η} =2η2 = 2 ・ 1より [η, [η, α}} 
=0を得るので、任意のαに対して

d2
Vα =0

となり、

d2
V=0

と考えてよいことがわかる。またgraded 
Leipniz’s rule

d (α ∧ β)= dα ∧ β + (−1)[α] α ∧ dβ

をみたすことも必要な性質の１つである。
　一般には

であるが、簡単のために

を採用することが多い。この後の計算では、
断らない場合はη = τ1をとることとする。こ
のとき、matrix aに対するdの作用は

のようになることがわかる。
　また通常のformに対する外微分作用素を 
dHとすると

となるので、

dH dV = −dV dH

と考えて良い事がわかる。したがって、一般
に通常のformを成分にもつmatrix formに対
しては、外微分作用素として



（ 6 ）

— 6 —

論　説

非可換離散空間におけるゲージ理論とBPS方程式

d = dH + dV

を採用すれば

d2 = d2
H  + dH dV + dV dH + d2

V =0

と な る こ と が わ か る。 こ の と きmatrix 
differential form に対するdの作用は

となる。ここで、その役割が明らかな場合は
dHを単にdと表記する。

２．３．M×Z2空間のゲージ理論
　先ほど与えた、通常の微分形式を成分に
持つ２×２のgraded matrixでtotal 1-formに
なっているものは、  = M×Z2空間の接続す
なわちゲージ場とみなすことができる。ここ
でMは通常の微分形式が定義されている多様
体で、Z2がmatrix formが定義されるdiscrete 
spaceである。先に触れたように、  = M×
Z2上のゲージ場は の1-formであり、

で表される。ここでL, Rは通常の空間Mの
1-form, はcomplexな0-formであり、いずれ
もN×N行列と考えている。

と展開できる。これは

のように混成formであることを示している。
ここで と表したものは、通常のp-form
でmatrix q-formであることを示す。計算の
ルールでは、matrixの基底は左側に寄せる約
束で計算を定義しているが、 では通常
のformのdegree pの方を先に書くことにす
る。この接続形式1-formはgraded matrixの
計算の下でanti-hermitianである。すなわち

これはgraded matrix

のhermitian conjugateが

の様に定義されるためである。この定義は

に対して
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と考えることを意味している。
　この接続形式1-form から定義されるゲー
ジ場のfield strength 

は、

と成分表示できる。ただし、ここで

　LおよびRはそれぞれ別のU(N)群のLie代数
に値を持つゲージ場であり、φ（あるいは ）
に対してそれぞれ左からおよび右から作用す
る。これをUL(N)×UR (N)ゲージ理論と呼ぶ
ことにする。定義中に現れた１は正確には、
N×N単位行列1Nであるが、ここでは特に問
題ない限り単に１と表記する。このとき
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ここで

はL, R gauge covariant derivative

ここで

に対して

とすると

したがって

ここで

より、Higgsポテンシャルは

と表される。ここでtrはゲージ群のgenerator
に関する（規格化された）トレースである。
　大変興味深いのは、Z2空間の接続として導
入された はHiggs場φから真空期待値を引
き算したものであり、M×Z2空間のゲージ理
論は最初から自発的に対称性が破れることが
前提で、破れた後の理論を記述していること
である。
　この に対して、内積〈 , 〉と 上の vol-
ume integralが定義できれば、これによって
ゲージ理論の作用積分が与えられると考えて
よい。しかしながら、Z2上の計量の定義が明
白には与えられていないため、直接的な方法
で内積〈 , 〉が定義されていない。そこで、

上に適切なHodge dual * の定義が与えら
れれば、 =M×Z2上のvolume integralが与
えられる考えて

によって、作用積分を構成すことにする。こ
れがうまく定義されていれば結果として次の
ような作用積分が得られるはずである。
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３．	Yang-Mills-Higgs系とBPS方程式

　２次元のYang-Mills-Higgs系のボルテック
ス解を与えるBPS方程式について、その導出
を見ておく。２次元ユークリッド空間R2上の
Yang-Mills-Higgs系の作用積分は、３次元ミ
ンコフスキー空間上のYang-Mills-Higgs系の
エネルギー積分と形式的には同じである。し
たがって、３次元Yang-Mills-Higgs系の静的
な最低エネルギー解とR2上の最小作用解は
同等と考えることが出来る。ここでは、その
ようなR2上の最小作用解として、BPS方程式
として知られる１階微分方程式をみたすもの
が存在することを見ておこう。

３．１．２次元Yang-Mills-Higgs系
　ゲージ場が１種類の場合、２次元ユーク
リッド空間R2上のYang-Mills-Higgs系の作用
積分（あるいは、３次元理論のエネルギー積
分）は

である。ここで

本稿で採用している定義では、differential 
form表現で、covariant derivative Dおよび
field strength Fは

であるため、座標表示をするならば、上の定
義となる。この場合 ともにanti-hermite
であることに注意が必要である。場の理論で
の一般的なcovariant derivativeの定義は

で、Lie代数の要素をあらわに書いて

のようにしてhermiteの を用いること
が多いので、適宜定義を変更して本稿と対応
させる必要がある。

３．２．BPS方程式
　上で示した作用積分を極小化する１階微分
方程式、すなわちBPS方程式が存在すること
を導こう。
　まず￨D1φ￨2と￨D2φ￨2を１つの絶対値の平方
式にまとめる。
　￨(D1 ± iD2) φ￨2は

と展開できるので、

となる。ここでcovariant derivativeの性質

を用いて

であるから
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のように、１つの絶対値の平方式と残りの項
にまとめられる。
　したがって、表面積分を無視すると、前節
で登場したR2上のYang-Mills-Higgs系の作用
積分は

となる。次に、￨F12￨2と (φφ†−1)2 を１つの
絶対値の平方式にまとめる。ここで

より

であるから

最後の項はR2上ではトポロジカルな不変量
であり境界条件を固定した変分に関与しない
ため、運動方程式に寄与しない。このとき１
階微分方程式（BPS方程式）

を満たす解はユークリッドの作用（またはエ
ネルギー積分）を最小化し、場の方程式を自
動的に満たしている。導出されたトポロジカ
ルな項は、hermitianなゲージ場の成分で表
すと

３．３．UL (N) × UR (N)Yang-Mills-Higgs
　M×Z2上のゲージ理論では自然に２種類の
ゲージ場が導入されるので、対応を確かめる
ために、ゲージ場が２種類の場合のBPS方程
式の導出を見ることにする。２種類のゲージ
場を持つR2上のUL (N) × UR (N) Yang-Mills-
Higgs系の作用積分は
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ここで

である。この場合も

であるが、

なので

また

表面積分を無視してSは

となる。ここで

を利用して

同様に

と出来るので
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したがって

BPS方程式は

トポロジカルな不変量項は、hermitianなゲー
ジ場の成分で表すと

４．	R 2×Z2	Yang-Mills系

　ここから先は、Yang-Mills-Higgs系との対
応を考えるためMとしては２次元の空間R2に
限って考えることにする。

４．１．R 2×Z2 空間上の自己双対方程式
　 は 4 = R2×Z2の2-formであるから、ま
ずZ2の0, 1, 2-formの基底1, (τ1, τ2) ,iτ3で分解す
ると

となるので、

のような混成formであることがわかる。

「4次元空間」 4の1-formの基底の内

のようにZ2空間に割り当てて

と考えると、トータル2-formに関しては、そ
の成分は
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であるが、これ以外に、0-form

と4-form

が存在している。

4のHodge dualは2-formに関しては

であるから

となる。また、0-form, 4-formについては

と考えるのが自然である。
　これらのことから、 4のSelf-Dual Yang-
Mills (SDYM) equation

は、成分では

から

より

および、

より

を得る。φに関する部分は

となり

したがって

にまとまる。これ以外からは
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したがって

として BPS方程式が得られる。

４．２．R 2×Z2 インスタントンとボルテックス
　 ∧ を積分したものは「４次元空間」 4 
= R2×Z2のトポロジカルな不変量であり、い
わゆるインスタントン数に比例する。 ∧
には様々なdegreeのformが混在しているの
で、その中からR2×Z2のvolume form dx1∧
dx2∧θ1∧θ2になっているものを取り出せば
よい。Z2空間の1-formの基底 θ1, θ2としては

をとると

であり、これがZ2空間の2-formの基底であり、
すなわち Z2空間のvolume formである。
　したがって、 ∧ からR2×Z2のvolume 
form dx1∧dx2∧θ1∧θ2 = dx1∧dx2∧iτ3を取
り出すには、 ∧ に−iτ3を掛けてトレース
を取りR2の2-formを取り出せばよいことがわ
かる。
 　実際には、

のようなformの集まりで、 ∧ の中で必要
なのは

の部分だけ。これ以外にθ1∧θ2 = iτ3に比例す
る項は 2 (2,0) ∧ (2,2) であるが、これはR2の
4-formなので、後で排除すればよい。Z2空間
のmatrix formのトレースをTr、Lie代数のト
レースをtrと表すと

であるから、
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R2としては2-formまでをとるので、4-formで
あるtrF L∧ F Lなどは除いてよい。したがっ
て

となるので、boundary termを捨てて、結局

を得る。ここで最後は成分表示

を用いた。（成分で表した はanti-hermite
となる記法をとっていることに注意）
　この結果から、R2×Z2上の「インスタン
トン数」はR2上のボルテックス数 =（Lボル
テックス数 −Rボルテックス数）に等しい
ことがわかる。volume formとしてトポロジ
カルな不変量を与えることから結果として、
R2×Z2上のvolume integral

として

を採用することを正当化していると考えられ
る。
　上の計算は、BPS方程式を出すときの計算
の一部と同じである。それは以下のことから
もわかる。
　普通のYang-Millsの作用積分は、formで書
くと

これを

を利用して

したがって BPS境界は

のときに作用が最小値をとる。
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　先の計算では、R2×Z2の場合には

と考えて、この作用積分のBPS boundを求め
る計算をしたので、実質

の計算を行い、平方完成してBPS boundをみ

たす場合の残りである

の項を成分で計算したことになっている。

４．３．R 2×Z2 上のYang-Mills作用積分
　上の計算方法から、作用積分の導出方法
が明確になる。前章で成分を用いて定義し
た 4 =R2×Z2上 のHodge dual *はmatrix 
differential formに対しては

によって定義できる。ここで  ( * )は成分と
なっているR2のformのHodge dualを意味す
るものとする。この定義を用いて

　こんどは4-formである などは
除いて
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したがって

となり、先に示した作用積分が下のように得
られる。

５．	いくつかの注意点

５．１．Hodge dualの定義
　前章の計算では、R2のformのHodge dualは

であるとしている。
　このように定義しておかないと任意の
formに対してHodge dualを２回行った場合

の符号が同一に定まらない。実際この定義で
は、どの次数のformに対しても* *=−1となっ
ている。R4のformのHodge dualについては

であり、* *=1となっている。
（Minkowski空間の時は* *=−1）
微分幾何で一般的なHodge dualの定義に基づ

くと* * = (−1) p (n−p) となっている（nは空
間の次元, pは微分形式 の次数)。この定義
では、その次元の空間の任意の次数のformに
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対して* *の符号が同一とは限らない、むしろ
次数の偶奇によって入れ替わる。この定義は
現在考えているmatrix formを含む場合には
都合が良くないように見えるので、本稿では
* *の符号が次元によって固定される定義を
行っている。
　R4では、*の演算の固有値は±1なので、
2-form Fに対して

と定義することで

となる固有状態である(anti-)selfdualな2-form 
F±が定義できる。
　R2では、*の演算の固有値は ±iなので、
1-form Vに対して

と定義することで

となる固有状態である(anti-)selfdualな1-form 
V±が定義できる。成分表示では

となっている。 の場合この組み合
わせは

である。ゲージ場と結合していない場合これ
は

であるから、R2ではselfdual (anti-selfdual)は、
holomorphic (anti-holomorphic)と関係してい
ることがわかる。

５．２．R 2×Z2 上のHodge dual
　通常の多様体M上の微分形式では、dxμは
共変ベクトルの基底でありp-form αは

反対称 p 階テンソルを表している。反変ベク
トルを表現するには双対基底 （こちらが
tangent vector bundle T (M)）を用いるが、
両者の間には内積が導入され

を満たしている。Hodge dualは

となるように*βを定めてβのHodge dualと定
義するので、正確には双対基底と内積が導入
される必要がある。このため、通常のformの
場合には、成分で考えた方が計算しやすい。
　matrix formの場合は、T * (M) の基底θαに
対して双対なT (M) の基底をeαとすると

を満たすためには、eαもmatrixで内積は積の 
（規格化した）トレースと考えればよい。
　実際、Z2のmatrix formに関してはθ1 = τ1,
θ2 = τ2と基底をとると

のように、それ自身が双対基底と考えてよい。
この空間のHodge dualはiτ3を掛ける演算に
等しいことがわかる。この演算で、matrix 
formの0, 1, 2-formの基底

すなわち

は
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すなわち

に写されることがわかり、先に触れた２次元
のHodge dualと一致する。例えばωが1-form
のときω = θαωα = ταωα

とする演算なので

ωが0-formのときは

ωが2-formのときは

であるから、

であり、Hodge dualとして機能していること
がわかる。
　R2×Z2空間のHodge dualは、R2だけやZ2

だけのHodge dual操作はhermite虚実を入れ
替えてしまう２次元のもので（次のセクショ

ンを参照）、固有値が±iの演算であるが、２
つを同時に行うとR4のHodge dualと同様の
４次元のHodge dualであり、固有値が±1の
実な演算であることがわかる。

５．３．微分形式の虚実
　differential formのhermitian conjugationに
ついて
　共変微分Dμは通常“虚”つまりanti-hermite
な演算子と解釈される。これは、微分∂μが 
anti-hermiteな演算子だからである。したがっ
て共変微分を

と定義すると、Aμはanti-hermite

でなければいけない。
　これらの性質から、1-formの基底dxμを“実”
つまりhermiteな量と定義すると、外微分作
用素

や共変外微分作用素

もanti-hermite

ということになる。この場合、Field strength

は、hermiteと考えざるを得ない。このとき
成分で表示すると

であるが、最初の定義、「Aμはanti-hermite」
に従うと
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Fμνもanti-hermiteである。一見不思議だが、
この表式の は微分演算子 と の積で
はなく、 を微分したものを意味するので、
矛盾ではない。Fμνがanti-hermiteであること
とFがhermiteであることが整合するために
は、2-formの基底dxμ ∧dxνがanti-hermiteで
ある必要がある。これは

と考えれば良い事を意味する。すなわち、
Field strength 2-form Fは、anti-hermiteの係
数Fμνとanti-hermiteの2-form基底dxμ∧dxνの
積のためにhermiteになっていると解釈する
ものである。
　このようなルールはいかにも面倒なため、
formの基底をはずして成分だけで計算した
方が確実である。
　ところが、Z2空間の場合matrix differential 
formを用いているためformで計算すること
が本質的であり、このようなhermite性の定
義が避けられないように思われる。
　本稿ではR2×Z2空間の接続 を

と定義しているが、L, Rがanti-hermitianとし
て、Z2 graded matrixのルールで計算すると 

がanti-hermitianであることがわかる。

である。このとき、Field strength 2-form 

は

であるが

となり、W L, W Rが明らかにhermiteであるた
めF L, F Rもhermiteでなければ のhermite虚
実が定まらないことがわかる。

のように基底を明らかに表現してみると、

がanti-hermitianである場合dxμ∧dxνも
anti-hermitianと考えざるを得ない。
　このように、matrix differential formの場
合、異なるdegreeのformが混在する場合が
あるため、formの基底を分離して計算でき
ないことや、matrix formは基底そのものが
このmatrixで表現されているため注意を要す
る。

６．	まとめ

　本稿では、離散型非可換空間Z2上の微分形
式としてmatrix differential formを定義し、 

 = M×Z2空間のゲージ理論を定式した。
この定式を用いることによって、２次元空間
R2上のYang-Mills-Higgs系はR2×Z2における
Yang-Mills理論とみなすことができることを
示した。Higgs場は離散空間のゲージ場と解
釈することができ、Higgs機構による対称性
の破れを含めたゲージ原理がみたされる。R2

上のボルテックス方程式はR2×Z2という疑
似的な４次元空間におけるインスタントン方
程式とみなすことができることを示した。
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