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要　　　約：Moment mapとは、力学系における保存量としての運動量などの
概念を一般化して、symplectic manifold上の幾何学的な量に対する
群の作用によって定義した写像を意味する。数学的なmoment map
の定義は、物理的直感が利かず、物理学者にとってはなかなか馴染
みにくい。そこで、本稿ではmoment mapの定義を物理学的に解釈
し、またそれに関わる重要な帰結を物理学の立場で整理し、その重
要性について考察する。今回は特に内容を古典力学系に絞って報告
する。
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１．	はじめに

　力学的エネルギー、運動量、角運動量、こ
れらはひとつの力学系において保存量として
知られている物理量である。即ち、ある力の
もとで力学的対象である物体の運動を考える
とき、それらは常に一定の値に保たれるとい
う意味をもっている。ところが、これらの量
は別の側面を持っている。それは、運動の時
間発展の生成子という側面である。たとえ
ば、運動量は並進運動を引き起こす生成子で
あり、角運動量はある軸のまわりの回転運動
を引き起こす生成子である。
　解析力学における一般化座標（qi）と一般
化運動量（pi）から形成される位相空間は
symplecticな空間である。symplecticな空間
とは、symplectic 2-form

が存在し、これによりある物理量 f, gに対す
るHamiltonian vector fieldをXf , Xgとすると
Poisson bracketとして

が定義されるような空間のことであり、この
symplectic 2-formが備わっている位相空間の
ことをsymplectic manifoldという。Moment 
mapとは、力学系における保存量としての
運動量などの概念を一般化して、symplectic 
manifold上の幾何学的な量に対する群の作用
によって定義した写像を意味する[1]。
　簡単に言うと、これから議論していく
moment mapとはphase spaceの座標（qi, pi）
に対して群Gを作用させたときに、その作用
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した後のphase spaceが再びsymplecticである
ことが保証される（即ち、symplectic 2-form
が保存される）ような群作用の生成子のこと
だという見方が出来る。実は、上で列挙し
た力学的保存量は、すべてphase spaceに作
用するある種の群の作用に関連して出てくる
moment mapであるという見方ができる。
　 ま た、 あ る 種 の 条 件 を 課 し たgauge場
のsystemは、 無 限 次 元 の 古 典 力 学 的 な
phase spaceとみなすことができて、そこ
に はsymplecticな 構 造（ 即 ち、symplectic 
2-form）を導入することができる。したがっ
て、当然そこにmoment mapという概念が存
在し得るはずである。その結果、例えば４次
元のgauge理論では（anti-）self dual equation
がmoment mapと考えることが出来るとい
うことが示される。つまり、（anti-）self dual 
equationが角運動量などと同じ役割を果た
し、系の保存量のひとつとしての重要性を
持っている可能性を意味している[2][3]。
　このように、実はmoment mapという見方
が物理学的に重要な意味を持っている可能性
がある。ところが、これまでmoment mapと
いう考え方と、それに関わる問題は数学的に
はsymplectic幾何学としての研究対象のひと
つとなってきたようだが、物理学的にはあま
り注目されてこなかった。数学的なmoment 
mapの定義は物理的直感が利かず、物理学者
にとってはなかなか馴染みにくい。そこで、
本稿ではmoment mapの定義を物理学的に解
釈し、またそれに関わる重要な帰結を物理学
の立場で整理し、その重要性について考察す
る。
　今回は特に内容を古典力学系に絞って考察
し、特に興味深いgauge場に関するmoment 
mapの考察は改めて別の機会に報告すること
にしたい。
　本稿の構成は、以下のようになっている。

　1.	はじめに

　2.	Symplectic manifoldとmoment mapの
定義

　3.	古典力学におけるmoment mapの簡単な例

　4.	Symp l e c t i c  quo t i en tとMarsden -
Weinstein theorem

　5.	Runge-Lenz vectorとmoment map

　6.	まとめ

２.	 Symplectic ManifoldとMoment 
Mapの定義

２．１．Symplectic Manifold
　symplectic manifoldとは、symplectic 2-form

（symplectic structure）と呼ばれる非退化な
閉形式である2-form ωを持つ滑らかな多様
体Mのことである。ここでωが非退化であ
るとは、任意のp ∈ Mにおいて、すべての
Y ∈ Tp Mに対して、ω（X, Y）=0を満たすよ
うな０でない接ベクトル場X ∈ Tp Mが存在
しないということである。また、ωが閉形式
であるとは、ωの外微分dωが恒等的に０で
あることを意味する。
　 し た が っ て、symplectic manifoldと は、
manifold Mとその上のsymplectic 2-form ωの
対（M, ω）で指定される。
　たとえば、古典力学系におけるphase space 

（qi, pi）は典型的なsymplectic manifoldであっ
て、 そ の 場 合 のsymplectic 2-formはω =  
dqi ∧ dpiで定義される。このωの形から明
らかなように、多様体Mは偶数次元であるこ
とが必然的に要請される。

２．２．Moment Map
　moment mapを数学的に定義すると、以下
のようになる[1][4]：
　symplectic manifold（即ち、閉じていて非
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退化なsymplectic 2-form ωが備わっている
manifold）Mがあって、そのmanifoldに対し
てLie群Gが作用するとき、写像

が以下の条件を満たす場合、μをmoment map
という。

1.	任 意 のx ∈ M に 対 し てμ（g ・ x）= 

 が成り立つ。

2. Gの作用によるtangent vector field Xに
対して、iXω = dμが成り立つ。

　1. はμがequivariantであるということを保
証する条件だが、特に2. が重要な意味を持っ
ている。なぜなら、2-formに対するtangent 
vector field X方向へのLie微分が

で 定 義 さ れ る こ と か ら、 ωがsymplectic 
2-formであるとすれば、iXω = dμは  = 0
であるための、即ちX方向へのωの不変性を
保つための必要十分条件となっているからで
ある。

　上述がmoment mapの数学的な定義である
が、これは物理学的には何を意味しているの
か。物理的な立場から噛み砕いて言うと以下
のようになる。

　まず、古典力学的にはphase space（qi, pi） 
がsymplectic manifoldになっていることが
重要で、それはωの存在が保証してくれる。
つまり、例えばωとしてdqi ∧ dpi が存在す
れば、ある物理量 f; gに対するHamiltonian 
vector fieldをXf , Xgとすると

となり、ωの存在によってphase space上で
Poisson bracketを正しく与えることができ
るわけである。したがって、ある種の変換を
phase space上で考えるとき、その変換でω
が不変に保たれないと力学系が変化してしま
うことになり、意味がなくなってしまう。要
するに、symplectomorphicな変換だけが許
され、様々な変換を考えるとき、ωを不変に
保つように変換することが非常に重要な意味
を持つ。物理学のことばでいえば、このよう
な変換を正準変換と呼んでいる。つまり、正
準変換以外の変換は意味がない。

　 と こ ろ で、 あ るmanifold上 の 座 標 をxμ

としたとき、その座標がある作用により
parameter t で変化する場合のtangent vector 
field Xは、

で定義される。特にそのmanifoldが（qi, pi）
を 座 標 と す るphase spaceで あ る と き の
tangent vector fieldは

と書くことが出来る。ここで、もし

を満たすような関数hがあったとすると、そ
のときのtangent vector fieldをHamiltonian 
vector field Xhと呼び、

と書くことができる。この結果から明らかな
ように、hはphase spaceに作用する変換の
generatorとなっている。今考えている作用
が群Gによるものである場合、このhが上で
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数学的に定義されたmoment map μである。
この事実は以下のようにしてわかる：
　 こ のhが 存 在 し て、 そ のtangent vector 
fieldが上のようにHamiltonian vector field Xh

で書けたとすると

となり、まさにhは定義にあった2. の条件を
満たすmoment map μであることを示してい
る。つまり、群がphase spaceに作用するこ
とによるtangent vector fieldがHamiltonian 
vector fieldとして表現できるということ
と、tangent vector field Xとωとのinterior 
productが、ある関数hの全微分dhと書ける
ということは等価であり、これらの条件が
満たされているということは、群の作用が
symplectomorphicであること、即ち正準変
換になっているということが保証されたこと
と等価である。
　要するに、「phase spaceに対する群の作用
による変換が（無限小）正準変換になってい
るときには必ずmoment mapが存在し、それ
はその（無限小）正準変換のgeneratorであ
る。」ということができる。

３.	 古典力学におけるmoment map の
簡単な例

　 で は こ こ か ら は、 も う 少 し 具 体 的 に
moment mapとしてどのようなものが考えら
れるかを見ていくことにしよう。

３. １．Harmonic OscillatorのHamiltonian
　まず初めの例として、harmonic oscillator

の　　　　　　　　　　　　　 がmoment 
mapであることを示す[1]。
　phase spaceは で、 そ の 座 標
は（qi , pi）、 またsymplectic 2-formはω= 
dqi ∧ dpi で表されるものとする。
　ところで、群Gによるphase space上の時
間発展というだけならいろいろ考えられる
はずだが、ここではGはU（1）で、このphase 
spaceに対して

のように作用する場合を考えよう。すると

なので、このときtangent vector fieldは

と表される。それをω（X, ・）= dhの式に代
入すると、直ちに

となることがわかる。即ち、この式が成立す
るためには、定数項を除いて

でなければならないことがわかる。これがこ
の場合のmoment mapということである。こ
れはharmonic oscillatorのHamiltonianそのも
のであり、言い換えればharmonic oscillator
のHamiltonianは、上のようなphase spaceへ
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のU（1）群の作用によるmoment mapだとい
うことが出来る。

３．２．角運動量
　次に、ここでは角運動量がmoment mapで
あることを見てみよう[1][4]。角運動量は３つ
あるので、それをμi（i = 1, 2, 3）と書くこと
にする。
　角運動量は一般化座標と一般化運動量
を３次元回転させることに相当するので、
manifold上の座標に作用する群はSO（3）群で
ある。この群を具体的に作用させるときの表
現は色々あるが、今はPauli行列を利用して
次のように表現することにする。

したがって

となり、tangent vector fieldは

となることがわかる。したがってoverallの定
数係数を除けば

となる。したがって、

が得られる。このmoment mapはまさに角運
動量である。

３．３．Monopole場中の角運動量
　ここで少し道草を食って、少々変わった例
として原点にmonopole場が存在する空間の
角運動量もmoment mapとして考えることが
出来ることを見ておこう[5]。
　まず、具体的にmoment mapの話に入る
前に、設定を説明する。考えるべきmanifold
は、相変わらず と考えるが、原点
にmonopole（singularity） が あ る た め に
symplectic 2-formの形がこれまでとは異なっ
ていて、

を採用することが必要である。ただし、μ
はmonopole chargeで あ る。（ 厳 密 に 言 う
と、monopoleの 存 在 に よ りphase spaceは

ではなく ということになっ
ており、そのため上のようなωの採用が必
要になるわけである。）このωも非退化であ
り閉形式であることは明らかなので、これ
をsymplectic 2-formとして採用することに
問題は無い。そしてM上の関数 f に対する
Hamiltonian vector field Xf は、これまで通り

と考える。すると
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となり、これをPoisson bracket とする。

3. 3. 1. 回転の生成子としての角運動量
　以上のような設定を与えると、上記の
Poisson bracketを使って回転を生成する角
運動量が

であることがわかる。実際、まずqj に対して
は、Ji は第２項の存在に関わらず

であり、座標の回転を生成していることがわ
かる。それに対して、pj については

であり、この第１項は

となるため、それだけでは閉じていない。し
かし、第２項が

であることが分かり、この項と余計な項が
cancelして全体として運動量の回転も生成す
ることがわかる。

3. 3. 2. 角運動量保存
　moment map自 体 は 系 のdynamicsの 情
報をもつ概念ではないが、Jiが保存する
Hamiltonianは形が制限されることを示して
置く。例えば とする。つまり第
２項の存在が重要である。

まず、第４項は明らかに である。残りの３
項を順次計算すると
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となり、全体としてHamiltonianと交換する
ことがわかるので、Ji はこのHamiltonianの
もとでは保存する。言い換えると、たとえ位
相空間が単純な M = であったとして
も、付随するsymplectic 2-formが

であるとすると、角運動量が保存するよう
な力学系を考える場合には上記Hamiltonian
のようなものに制限されるということにな
る。（これは後に出てくるRunge-Lenz vector
はKepler項がないと保存しないという事情
に似ている。）ただし、Kepler項やharmonic 
oscillatorのpotential項があっても問題は無い。

3. 3. 3. Moment MapとしてのMonopole場 
中の角運動量

　2. 3. 1で示した通りJi はSO（3）群の生成子
になっていて、symplectic manifoldの座標
に作用すると回転を引き起こしていたから、
この群が作用することによるtangent vector 
fieldは、ω = dqi ∧ dpi のときのものと同じで

である。これを使って をつくると

となる。ここでもし、moment map Ji が存在
するならば、dJi が上式の右辺になるはずであ
る。まず、第１項と第２項はまとめて書けば

となることは明らかである。次に、
のμに比例する項を見てみると、それは丁寧
に整理していくと

とまとめることができる。これは

であり、q2 = r2 なので、右辺は であ
ることがわかり、結局

である。したがって、これらをまとめれば

と書くことが出来るので、今の場合Ji = 
がmoment mapであることが

わかる。

４.	 Symplectic Quotient とMarsden-
Weinstein Theorem

　さて、ここまでの話の流れをみていると、
あたかも力学的保存量（Noether charge）の
ことを全てmoment mapと言い直しているだ
けのように思える。ところが、それほど単純
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な話ではない。moment mapという概念は、
dynamicsとは無関係な量である。力学系が
どのようなHamiltonianで表されているか、
どのようなLagrangianで書けているかは全く
関係ない。考えるべきことはただ単に、今ど
のようなsymplectic 2-formが備えられている
phase spaceを考えていて、そこにどのよう
な群が作用し得るかだけである。つまり、力
学的な量ではなく位相空間の幾何学的な量
としてmoment mapは与えられている。した
がって、単に力学的保存量をmoment mapと
言い換えたというわけではない。実際、ここ
までの話の中でmoment mapが力学的に保存
する量であるとか、一定の値にならなければ
ならない量であるとは一言も言っていない。
　言い方を換えると、力学的保存量である
にも関わらずmoment mapとならないもの
も存在する。例えば、harmonic oscillatorの
Hamiltonianがmoment mapであることを示
したが、Kepler問題のHamiltonianはそのま
まではmoment mapとは考えられない。また
Kepler問題のsystemにはHamiltonianや角運
動量のようなNoether chargeの他に、もう一
つ保存量が存在することが知られていて、そ
れをRunge Lenz （RL） vectorと呼ぶが[6][7]
[8]、この保存量は力学的エネルギーが保存す
ることを前提として考えると角運動量とペア
を組んでSO（3）×SO（3）の群の一部の生成子
となることが知られている[9]。しかし、後で
見るように、このRL vectorもmoment map
とは考えられない。以下、少しこれらの話
題について考察してみたい。しかし、その
ためにはまずsymplectic quotientとMarsden-
Weinsteinの定理が重要且つ必要な概念とな
るので、それについて解説する。

　Marsden-Weinstein theoremとsymplectic 
quotientの定義は、数学的には以下のような
ものである[10]。：
　Mをsymplectic 2-form ωが備わっている 

symplectic manifoldとする。また、compact 
Lie群GがMに作用し、そのときのmoment map
をμとする。そのとき、写像
は包含写像（inclusion）であり、Gは自由に
μ−1（0）に作用すると仮定する。そのとき

● 軌道空間Mred =μ−1（0）/Gはmanifoldで
ある。

● 写像π:μ−1（0）→Mredはprincipal G-bundle
である。

● Mredには i*ω = π*ωredを満たすsymplectic 
2-form ωredが存在する。

　これがMarsden-Weinstein theoremであり、 
（Mred, ωred）は（M, ω）のG, μについてのsym- 
plectic quotient、もしくはMarsden-Weinstein- 
Meyer quotientと呼ばれ、単にreduced space 
やreductionと呼ばれることもある。

４．1．Symplectic QuotientとMarsden-
Weinstein Theorem の具体例

　分かりづらいので、簡単な例で上述の定
理を考えてみる[4]。今、symplectic manifold
として を考え、Mの座標は（z1, z2）T

と す る。 そ の と き、symplectic 2-formを
として、MにG =U（1）が作用する場

合を考える。Gは

と作用することにすると、そのときのmoment 
map μは直ちに

であることがわかる。即ち、μ=ζとすると、
μ−1（ζ）はS3超曲面を表している。これを
改めてG =U（1）= S1

 で割ってその商空間を
作ると、よく知られているようにHopf map  
S3 /S1 = S2

 が得られる。つまり、この場合
S2

 がsymplectic quotientであるということ
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になる。そして、S2
 は偶数次元なので、再

びsymplectic manifoldに な り 得 る。 実 際、
Weinstein & Marsden theoremにより、この
S2

 にも正しくsymplectic 2-formが定義できる。

　では、この例をもう少し詳しく見ながら
symplectic quotientとMarsden-Weinstein 
theoremについて理解を深めたい。Mの座標
z = （z1, z2）T のzi をzi = xi + iyi と表すこと
にする。このときMに対するG =U（1）の微小
変換は次のように作用する。

したがって

である。これより、このG変換に対する
tangent vector field Xzは

と 表 さ れ る。 こ れ がHamiltonian vector 
field Xμ

と等しいためには、微小量 を除いてこのG

変換に対するmoment map μが

（定数分の任意性が残っている）

であることは明らかである。
　では、このときのsymplectic quotientは
どのように表されるだろうか。symplectic 
quotientはS2なので、その座標を３次元の座
標qa （a = 1, 2, 3）で表すことにすると、qaと

zi の最も合理的な関係は

である。実際、このようにqaを表現する
と、上のU（1）変換に対してqaが不変である
ことは明らかである。つまり、このU（1）変
換のgeneratorであるmoment map μとqaの
Poisson bracketが

であることが容易に確かめられる。また、μ
自身も当然U（1）変換に対して不変量だとい
えるので、μとqaを合わせて

と表現することもできる。ここでもしz̄i zi = 
ζ = const.とするならば、（qa）2 = ζ2、即ち
qaは半径ζのS2の座標であることが分かり、
トータルで自由度が２つ消えて２次元の空間
となることがわかる。
　ところで、Mのsymplectic 2-formはxiとyi

を使って表すと

で あ る。 一 方、 一 般 的 にS2のsymplectic 
2-formは極座標を使うと

であることが知られている。これらの2-form
にはどのような関係があるだろうか。
　Mにもどってz̄i zi = ζが定数であることから

である。次に、qa = z̄σazを成分で見ると
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であり

となる。ここで、例えばdq1 ∧ dq2を見てみる。

同様にして、同じ式をS2の変数 θ, φで表せば

と書くこともできるはずである。これらが同
じものであることは以下からわかる。

　であったから

であり、同様にして

となる。これらをdq1 ∧ dq2 の式に代入すると

よって
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以 上 よ り、moment map μ =
 ζ = const. のもとで、μの値に関わ

ら ず 元 のsymplecticな 空 間Mのsymplectic 
2-formとsymplectic quotientであるμ−1（ζ）/G
のsymplectic 2-formは、係数を除いて完全に
一致する。この事実を数学的にみれば、所謂
Marsden-Weinstein theoremということがで
きる。
　このように、位相幾何学的な文脈でいうと
ころのHopf mapは、symplectic幾何学的に見
るとsymplectic quotientの具体的な例のひと
つであるということがわかる。
　ただ、ここで大切なことは、Marsden-
Weinstein theorem が成り立つのは、次元の
reductionがsymplectic reductionのときに限
るということであろう。ここでは証明してい
ないが、例えば適当な拘束条件を課して次
元をreduceしてもreduceする前のsymplectic 
2-formがreduce後の世界でもそのままその
世界でのsymplectic 2-formになるという保
証は何もない。あくまでmoment mapによ
るsymplectic reductionだからこそ成立する
theoremだということが重要である。

４．２．その他のSymplectic Quotientの例
4. 2. 1. M = からM red = への

reduction
　ここで、もうひとつ簡単な例を示して
お こ う。 今 度 はMの 座 標 をz = （z1, z2）T = 

（x1 + ix2 , y2 + iy2）Tと組み直し、symplectic 
2-formは のままであるとす
る。このときMに対してG =U（1）の作用によ
る微小変換が次のように与えられるものとす
る。

つまり

である。したがって

となり、これによってtangent vector field Xzは

となる。これがHamiltonian vector field Xμ

と等しいためにはmoment map μは

であることがわかる。これはxiを空間座標、
yiを運動量と考えると、所謂２次元平面の角
運動量である。

　次に、このmoment map μが一定の値ζであ
るような部分空間μ−1（ζ）を考え、さらにその
symplectic quotient 
を考える。例えば
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というものを導入すると、Q, Pは（2）の変換に
対して不変になっていることは容易に確かめ
られる。そこで、p, qをsymplectic quotient 

空間の座標と考えてみることにする。
つまり

と考えてみるということである。するとこの
とき、symplectic 2-formもdq ∧ dp = dxi ∧ dyi 

であることが、直ちに以下のように示される。

ただし、dxi ∧ dxi = dyi ∧ dyi = 0 である
ことを使った。さらに、ここでmoment map  
μ = x1y2 – x2y1 = const.であるような部分空
間を考えていることから

となることを使って整理すると、上式の右辺
は

と な る こ と が 分 か る。 で あ っ
た こ と を 思 い 出 す と、 ま さ に こ の 式 は
dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2である。
　以上のことから、この場合もMarsden-
Weinstein theoremが 成 り 立 ち、reduceさ
れた空間はsymplecticな性質を引き継いだ
symplectic quotientとなっているということ
が示された。

4. 2. 2. M = からM red = への
reduction

　次にM = からMred = への
reductionを考えてみよう[5][11][12]。これは、
様々なところで議論されていてKustaanheimo-
Stiefel変換という名前で知られているもので
ある[13]。
　まず をsymplectic manifoldとし、
座標を（xi , yi）（i = 1, 2, 3, 4）とする。そ
のときのsymplectic 2-formはω = dxi ∧ dyi

で与えられるものとする。即ち、xi が空間
座標でyi が運動量と考える。ところで今、

（xi, yi）を以下のような行列で表現する。

　そうすると、これらに対しては４次元的な
G =SO（4）〜 SO（3）L×SO（3）R 回転群が
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のように作用する。ただし、今ここではGの
部分群U（1）Lのみの作用に注目する。すると
その微小変換は、

となる。この変換に対するmoment mapが

であることは、これまで示した方法を用いる
と容易に導くことができる。つぎに、この 
moment mapを一定の値に固定してsymplectic 
quotientを作る。するとこの場合のsymplectic 
quotientは、２つの次元の自由度が減って

になる。その際、２通りのcaseに分
けて考える。即ち、固定したμの値をゼロと
とるか、ノンゼロととるかである。

● μ−1（0）/G

まずμ = 0とすると、この空間の座標（qa, pa）
は、元の の座標（xi, yi）と

のように関係づけることができる（Appendix 
A参照）。成分で表すと

である。そして、symplectic 2-formはμ = 0
のもとで dxi ∧ dyi = dqa ∧ dpaとなること

が確かめられる（Appendix B 参照）。

● μ−1（ζ）/G

次にμ = ζ ≠ 0とする場合について考える。
このとき、上のQは同じだが、Pについては
少し様子が変わる。即ち

となって、moment mapの値に比例する項
がお釣りとして現れる。さらに、このとき
のsymplectic 2-formはMarsden-Weinstein 
theoremより

となることが分かる（Appendix B参照）。
ただし、

である。これは、2. 3節で扱ったmonopoleが
原点にあるときの2-formそのものである。即
ち、2. 3節では取ってつけたような2-formで
あったが、実はこれは を に
symplectic reductionしたときの、moment 
mapがnonzeroで得られた2-formであること
が分かる。
　ここで示した から への
reductionは、この節の初めにも述べたよう
に通常Kustaanheimo-Stiefel変換と呼ばれて
いるものである。

　さて、ここまで取り挙げてきた例で共通し
て云えることがある。これらの例では、まず
moment map μを一定の値（ζ）に固定するこ
とでできる超曲面μ−1（ζ）を考え、さらにそ
れをGで割ったquotient空間μ−1（ζ）/Gを考え
るという流れで説明してきた。しかし、よく
みてみると実際にやっていることは次のよう
な流れとなっている。即ち、
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● まずμによって生成される変換に対して
不変なxi, yiの関数を見つける。それは
形式的にはxi, yiと同じ数だけ作ること
が出来る。

● moment map自身もmoment mapで生成さ
れる変換に対して不変なので、moment 
map自身もその不変量のなかのひとつと
して含まれる。

● そこで、まずmoment mapの値を固定し
て自由度を一つ減らす。

● さらに形式的に書いた不変量のうち、初
めから恒等的に０になってしまうか、
moment mapを固定することによって消
える自由度がもうひとつ出てくる。

といった具合である。つまり、何次元でも
いいから偶数次元のsymplectic manifoldを考
えて、そこに作用させる群がU（1）であれば、
必ずその群による変換に対する不変量を作る
ことができるはずで、それをあらたな座標と
運動量と見做せば、必ずsymplectic quotient
を作ることができるというシナリオになって
いると考えられる。

4. 2. 3. 新たなSymplectic Quotientの例
　そこで、上述の予想の是非を問うために、
以下のようなケースを考えてみよう。

　 から のsymplectic quotient
要するに、前節と前々節の２つの例のちょ
うど中間の次元を持った場合を考えてみる
ということだ。これは、今まで議論の対象に
はならなかったケースである。しかし、も
し、前節の予想が正しければ、この場合でも
symplectic quotientは作れるはずだ。phase 
space に対して、第３軸まわりの回
転群U（1）が作用するときのmoment mapを
考える。まずはKS変換との対応関係を見や
すくするために、fundamentalに作用するよ
うに議論を組み立てることにする。

即ち、

ただし

で あ る。 ま た、 こ の 作 用 をgenerateす る
moment map μは角運動量の第３成分になる
はずなので、勿論x1 y2 − x2 y1である。この
作用に対して不変な量は

とすることができる。実際、
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となることが容易に確かめられる。したがっ
て、qi , pi は不変量であり、すべてμとの
Poisson bracketは0となる。つまり、q2 は0、
p2 = μなので（q1 , q3）, （p1 , p3）を
の座標とみなすことができる。

　また、この話はadjointに作用するような表
現で議論することができる。（このほうが、
後々 gauge理論にこのシナリオを適用する
ためには意味があるかもしれない。）第3-軸
まわりの回転群であるU（1）がphase spaceに
adjointに作用するということは

という変換を考えるということである。この
変換に対して不変になる量は、例えば次のよ
うなものが考えられる。

（4）と（7）はfundamentalに作用したときのも
のと同じであり、（5）と（7）、（8）と（10）は

（3），（4）の結果と一見異なって見えるが、和
と差をとれば同じであることが分かる。し
たがって、（5），（7）を２次元空間の座標qa、

（8），（10）を運動量paと見做すことができる
はずだ。
　そこで、最終的にこれが正しいsymplectic 
quotientであるというためには、symplectic 
2-formがきちんと元の空間とquotientの空間
で関係づけられているかどうかを調べる必要
がある。しかし、残念ながらそのまま（4）や（8）,

（10）を運動量として見てしまうとdxi ∧ dyi 
= dqa ∧ dpaとはならない。そこで、例えば

（3）,（4）の代わりに

のように再定義してみる。もちろん、これ
もU（1）不変量である。するとdq1 ∧ dp1は、

から へのreductionのときの
dq ∧ dpと全く同じことになるので、dq1 ∧ 
dp1 = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2は明らかであ
る。一方dq2 ∧ dp2はmoment mapが定数で
あろうとなかろうとそのまま計算することが
できて、

なので

となってしまう。しかし、ここで更に
（即ち、x3 y3 を で割ったもの）と定義し直
すと、

なのでdq2 ∧ dp2 = dx3 ∧ dy3が得られる。以上
のように、上手に定義すればsymplectic 2-form
は一致させることができて、symplectomorphic
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なreductionを得ることができる。
　ただし、ここまでの議論が適用できるの
は少なくとも群GがU（1）のときに限られ
るということに注意すべきである。一般の
Lie群については必ずしも成立しない。例え
ば全角運動量をmoment mapとする場合は
G =SO（3）であるが、このときmoment map
である角運動量自体がSO（3）不変ではない
ことからこの節での議論は適用できないこ
とは明らかである。その場合のsymplectic 
quotientを求めるためには改めて別の考察が
必要になる。

4. 2. 4. Symplectic quotient の物理的意味
　さて、ここまで幾つかのmanifoldについ
てsymplectic quotientについて議論してきた
が、物理的にsymplectic quotientとはどのよ
うなものなのかについて考えてみよう。
　この点を理解するために、再び に 
G = U（1）が作用している場合について考え 
てみる。3. 1でも議論したように、Mの座標 

に 対 し
てG が のように作用する場合、 
moment mapはμ = iz̄i ziであった。もしmoment 
mapを一定の値ζに固定するとμ−1（ζ）はS3の
超曲面を表しているが、iz̄i zi = ζという式は
もともと与えられた座標（z1 , z2）Tに対する
方程式のひとつとみることもできる。しかし、
勿論この方程式は１つしかないので、変数４
つに対する不定方程式ということになり、３
つの自由度が残る。つまり、xi , yiを実数だ
とするとこの方程式の不定解は、例えば

（l, m, n : l2 + m2 + n2 ≦ ζを満たす任意の定
数）のようになり、l, m, nは３次元球の内側
の自由度がある。つまり、このl, m, nの自由

度がmoment mapの解の自由度で、任意のl, m, 
nに対して同じmoment mapの値を与える。
さらに、moment map μを含め、reductionさ
れた座標はG = U（1）の変換に対して区別が
つかない自由度である。するとU（1）= S1 で
あることから更にもう一つ自由度を減らして
考える必要があり、本当の自由度は２つとな
ることがわかる。もともと与えられた不定方
程式μ = ζにより全体としてはS3 の自由度な
ので、symplectic quotientはS3 / S1 ≅ S2 で
あることがわかるのであった。これは物理
的に言えば、moment map= ζの解を与える
moduliの自由度という見方ができる。このこ
とは、別の機会で議論する場の理論における
moment mapのときに重要な意味を持つもの
と考えることが出来る。

4. 2. 5. Kepler問題のHamiltonianについて
　 と こ ろ で、M = か らMred = 

へ のreductionで は も う ひ と つ 興
味深い話題がある。それはKepler問題の
Hamiltonianについてである。前にも示し
た よ う に、 ３ 次 元 のharmonic oscillatorの
Hamiltonianはmoment mapのひとつである。
４次元であってもそれは同様である。とこ
ろが、３次元のKepler問題のHamiltonianに
ついては、それをmoment mapとして導き
出すような に作用するcompact Lie
群が見当たらない。つまり、Kepler問題の
Hamiltonianはmoment mapとはみなせないと
いうことだ。これはどういうことなのか。こ
の疑問の答と考えることが出来るかもしれな
いひとつの可能性について議論する。

　 でKepler問題のHamiltonianは

　　　

　　

で与えられる。もし今見えている 空
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間が からreduceされた空間だと考え
ると、このHamiltonianがもとの で
はどう見えるだろうか。μ = 0と仮定すると

となるので

となる。ここで、

というfictitious time τを導入する。すると、
その場合のHamiltonian は

と書くことができる（Appendix C 参照）。
そうだとすると、

即ち、E < 0 であったとすると、これは４
次 元 的 なharmonic oscillatorのHamiltonian
になっていることが分かる。言い換えれば、
４ 次 元 のharmonic oscillatorのHamiltonian
は ３ 次 元 で はboundさ れ たKepler問 題 の
Hamiltonianになっていることを示している。
つまり、ここで見たことは、３次元空間では
Kepler問題のHamiltonianはmoment mapと
は言えないように見えるが、次元を一つ上げ
て見てみるとmoment mapと見ることができ
るという可能性を示唆しているとみることは
できないだろうか。

５.	 Runge-Lenz Vector とMoment Map

　Kepler問 題 の 力 学 系 に はHamiltonianや
角運動量のような保存量とは別に、Runge-
Lenz （RL）vectorという保存量が存在する。
RL vectorはharmonic oscillatorの力学系には
現れない保存量であり、その意味において
は、そのままphase spaceの幾何学に関係す
るようなものではなく、dynamicsの形に依
存する保存量である。その意味では、それが
幾何学的な意味を持つmoment mapとは無関
係な量かもしれない。したがって、本来本稿
で扱う対象ではないかも知れないが、保存量
としては興味深いものであり、直前で見たよ
うに一見moment mapではないはずのKepler
問題のHamiltonianが、実はもしかすると空
間を広げてみるとmoment mapであると見る
ことができるかもしれないという事実もある
ので、ここで紹介することは無意味とは言い
切れない。また、結局moment mapではなかっ
たとしても、保存量＝ moment mapではな
いという典型的な例（もしくは無限小正準変
換のgeneratorにはなり得るがmoment map
とは見做せない例）として紹介しておくとい
う意味でも重要であると考えられる。

５．１．Runge-Lenz Vector の導出
5. 1. 1. Kepler問 題 に お け るRunge-Lentz 
（RL） vector の導出

　まず、どのようにRL vectorが導かれるか
を示して置く。
　Kepler問題の力学系において運動方程式は

と表される。この両辺の左からrの外積をと
ると、右辺はrなのでゼロとなり

が得られる。ところで、
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なので、角運動量を とすると

となることが分かり、まず角運動量保存則が
得られる。
　次に、上の運動方程式に、今度は右からL

の外積をとると

となる。ここで

であるから運動方程式は

と書き換えられる。また、右辺は

より

と書き換えることができる。よって、すべて
左辺に移項してみると

となり、括弧の中身が時間的に不変であるこ
と、即ち保存量であることが分かる。この括
弧の中身が所謂RL vectorである。

5. 1. 2. MIC Kepler問 題 に お け るRunge-
Lentz （RL） vectorの導出

　RL vectorは、MIC Kepler問題の力学系で
も保存量となることが示される。この場合の
運動方程式は[14]

で表される。再び両辺の左からrの外積をと
ると

となり、（11）を用いると左辺は

なので、

となる。ここで、新たに括弧の中をJとして
これを角運動量と考える。
　次に、運動方程式の両辺に右からLの外積
をとる。

ここで

より
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となる。ただし、最後の式は（12）を利用し
た。この結果を（15）に代入すると

となって左辺２項目と右辺２項目が消えて

となる。角運動量がLからJに代わっただけ
で、これもRL vectorであると解釈すること
ができ、保存量である。

５．２．Runge-Lenz vector の役割
5. 2. 1. 円錐曲線軌道
　RL vectorは、位置ベクトルとの内積をとっ
て、位置ベクトルrについての代数方程式を
作るとその解がそのままKepler問題における
円錐曲線軌道を与えることが知られている。
　Runge-Lenz vectorを

と表すことにする。この両辺について位置ベ

クトルrとの内積を取ると、

ここで角運動量は保存量であると考えており
l = 一定とする。ところで上式の左辺は

なので、

となり

と な る こ と が 分 か る。 こ れ は、 も しRL 
vectorの大きさAが一定であれば円錐曲線の
極方程式を表していることがわかる。言い換
えれば、RL vectorが保存するsystemでは、
質点が描く曲線は円錐曲線に限られているこ
とが分かる。また、さらに言い換えればRL 
vectorという保存量を見つけてしまえば、も
はや運動方程式を解くことなくKepler問題の
軌道解を得ることができるということを意味
している。

5. 2. 2. （3）L× （3）R 〜 （4）のgenerator
　もし質点が楕円軌道を描いているとする
と、即ち、Kepler問題における力学的エネ
ルギー EがE  < 0 を満たしているとすると、
RL vectorを適当にnormalizeすることによ
り、角運動量LiとRunge-Lenz vector Aiは

と い う 構 造 を 持 つ。 即 ち、RL vectorは
moment mapである角運動量とペアを組ん
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で × 〜 の 代 数 を 満 た す
generatorになっていることが分かっている。

５．３．RL vector とmoment map
　RL vectorは無限小正準変換のgenerator
とはなり得るが、そもそもmoment mapは
phase spaceの幾何学的な構造から現れる量
であるべきなので、Keplerという特別な力
学系でのみ保存量となっているRL vectorが
moment mapのひとつであるとは到底考えら
れない。そこで、もう一度moment mapの定
義に照らし合わせてRL vectorを見直してみ
る。
　RL vectorがmoment map μi かどうかは、
moment mapの定義から

を満たすことが条件であった。今、μi の形は
決まっているわけだから、そのμi、即ちRL 
vectorを使って左辺を書いたときに、右辺を
満たすようなtangent vector fields Xi が存在
するかどうかで決まる。一般的にXi は

という形で表され、symplectic 2-form ω = 
dql ∧ dpl を使ってω（Xi , ・）を作ると、

なので、これがdμiと一致することになるは
ずである。ここまでは角運動量の議論と全く
同じである。
　具体的にRL vectorでdμiを計算すると、そ
もそもRL vector Aiは

と表されるので、μi = Ai であるから

と表される。一方でdμi = ω（Xi , ・）となる
はずだから、（16）式と（17）式を比較すれば

でなければならない。

　次に、phase space上をどのように時間発
展させれば、上のAij , Bij が出てくるのだろう
か。つまりxμ = （qi , pi）に対してどのように
群が作用すれば上のようなAij , Bij が出てくる
のだろうかを考える必要がある。
　要するに、群の作用による時間発展を
symbolicにxμ（t） = eΛt ・ xμ = eΛt  （qi , pi）と
書いたときに

となるようなeΛtを見つけなければならない。
しかし、今のところこの問いに関する答え
は見つかっていない。これはRL vectorが
moment mapではないことを意味しているの
かもしれない。そもそも、これまで見つかっ
ているmoment mapはmonopoleが関係して
いる系を除けばqiとpi について双対的（つま
り、qi とpi の入れ替えについて対称的）であ
る。これはsymplectic 2-formがqi とpi につい
て双対的なので、そこから導かれるものがそ
のような性質を持っているのは当然のように
思われる。しかし、RL vectorに関してはそ
うなっていない。その意味でもRL vectorが
moment mapではないのかも知れない。とは
言え、moment mapである角運動量とペアを
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組んでSO（4）の代数を組むこと、RL vector
があって初めてKepler問題では円錐曲線軌道
が決まることから、moment mapとはなんら
かの関係があるであろうことは間違いないよ
うに思われる。これは非常に興味深いテーマ
ではあるが、今のところこのような観点から
の研究は見当たらず、解決の糸口は見つかっ
ていない。

６.	 まとめ

　以上ここまで古典力学系におけるmoment 
mapに関わる話題を物理学の立場から整理
し、まとめてみた。冒頭でも述べたように、
moment mapという概念は物理学的にはあま
り注目されてこなかった。それは、本稿から
も明らかなように、moment map自体がほと
んど物理学の中では既によく知られている保
存量であり、理解されつくしていると考えら
れている量なので、今さら別の見方をして取
り上げて話題にするほどのことはないという
ことだと考えられる。しかし、moment map
という概念にはdynamicsは直接関係がなく、
phase spaceの幾何学的な性質だけから導き
出されているということが重要
である。つまり、dynamics を具体的に与え
てからその系では何が保存量なのかを考える
のではなく、phase spaceの幾何学的な形か
ら直接与えられる量だということである。そ
こにはphase spaceとdynamicsの間に何か深
遠な意味があるように思われる。
　また、このレポートで議論した内容のな
かにsymplectic quotientという概念が存在す
る。これは今まで物理的には注目されてこ
なかった概念だが、これも実は物理的に重
要な意味を持つ可能性がある。本稿で示し
た具体的なsymplectic quotientの例は、主
に作用する群がU（1）であったが、その場合
symplectic quotientはphase spaceとしては２
次元、実空間でみれば１次元、次元が低くなっ

た空間であることが分かった。特に
から に次元が下がる場合について
考察すると、次元の低い空間ではKepler
のdynamicsが次元の高いところで見ると
Harmonic oscillatorのdynamics に見える可
能性が示されている。harmonic oscillatorの
Hamiltonianはmoment mapと見ることが出
来るが、Kepler問題のHamiltonianはmoment 
mapではない。この２つの量がsymplectic 
reductionで結びついている可能性があるわ
けである。これは物理的に非常に興味深い事
実である。
　また、直接moment mapとは関係ないが、
Runge-Lenz （RL） vectorについても考察し
た。RL vectorそ の も の はmoment mapと
考えにくい量であるが、Kepler問題におい
ては物体が楕円運動をする際にはmoment 
mapである角運動量と組み合わせるとSO（4）
のgeneratorになることが分かった。上で
述べたKepler系は次元の高い空間でみると
harmonic oscillator系とみることが出来ると
いう事実と組み合わせて考えるとRL vector
もmoment mapと全く無関係ではないかも知
れないということが期待できる。この点につ
いてはまだ結論が出ていないが研究を進める
価値があるものと思われる。
　 と こ ろ で、 こ こ ま で 古 典 力 学 系 の
symplecticなphase spaceと、そこに現れる
moment mapについて議論してきたが、この
考察をgauge場のconfiguration space に適用
することができるということが知られてお
り、そこでは更に興味深い事実が認められる
ことが知られている。その点については改め
て別の機会に紹介したい。

Appendix A

　ここではM = がMred = に
symplectic reductionされたのときのMredでの
運動量が、もとのMでの座標でどのように表
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されるか具体的に計算する[11]。

とする。まず、qについては

と定義する。そのとき、pはどうあるべきか
である。
　ω = dθとすると

ここで、一般にA = a4 + iaiσi , B = b4 + ibiσi

とするとtr[A] = tr[A†]; tr[AB] = tr[B†A†] = 
tr[BA] であり、p  = –p† であることから

と書くことができる。これを見ると、

とすれば

と考えることができる。即ちdqa ∧ dpa = 
dxi ∧ dyi となる。（A1）を逆に解くと

と表されることがわかる。ただし、ここで注
意すべきは、最後の結果から明らかなように、
X†iσ3Y がtraceless，即ちmoment map

である場合にのみ成立するということである。
μ ≠ 0のときは、とりあえずAppendix Bで別
途考える。

Appendix B

　M = のsymplectic 2-formと、その
symplectic quotientであるMred = の
symplectic 2-formが一致することを具体的な
計算で確かめてみる[15]。再び の座
標を（xi , yi）、 の座標を（qa , pa）と
する。moment map μの値が一定のもとで座
標の関係は、前述のように

で関係づけられており、moment mapは

であった。ここで次のようなvector sを定義
する。
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すると、〈si , sj〉 = 4rδij であり、それぞれは
直交していることがわかる。この性質を使う
と

と書くことができる。次に（B1）から

であることがわかる。また、μが定数である
とすると（B2）からは、

と書くことができる。ここで、

である。例えば、添え字をつけない2-formを

のように定義すると、

となることがわかる。さらに、同様の計算よ
り

が得られる。したがって（B3）を用いて
を表したとき、

の項は消える。さらに
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となることから のうち、μに比例し
ない項はdq ∧ dpであることが分かる。即ち、
これによりμ = 0 のとき、まさに  = 

 であることが示される。
　また、（B3）をみるとμに比例しているお
釣りの項は、dxi ∧ dxj のような項の集まり
であることが分かるので、この時点でこれら
からはdqa ∧ dqb に係る項だけが出てくると
いう予想がつく。しかし、具体的にどのよ
うな形になるかは、結局case by caseで地道
に計算しなければいけないようだ。そこでま
ず、 と（B3）の第１項、第２項のwedge 
productを計算すると

となる。よって

である。一方、dqa ∧ dpb の項をdxi で表す
と

となることが分かるので、この結果を用いて
q1dq2 ∧ dq3 + q2dq3 ∧ dq1 + q3dq1 ∧ dq2 の
中にあるdxi ∧ dxj 各項を整理してみると



（ 2 5 ）

— 25 —

論　説

Moment Mapのすすめ （I）

　1. dx1 ∧ dx2 に比例する項

　2. dx1 ∧ dx3 に比例する項

　3. dx1 ∧ dx4 に比例する項

　4. dx2 ∧ dx3 に比例する項

　5. dx2 ∧ dx4 に比例する項

　6. dx3 ∧ dx4 に比例する項

ということになる。結局、これらを寄せ集め
ると

であることが分かる。これは、ちょうど（A5）
そのものである。即ち、 のなかのμ
に比する項が

に一致しているということが分かる。よって、
に作用するU（1）のmoment map μ値

をζに固定したときの へのsymplectic  
reductionに よ っ て 得 ら れ たsymplectic 
2-formは

となることがわかる。

Appendix C

　 本 来 の 時 間 t で 表 現 さ れ たHamiltonian 
Hとfictitious time τを 使 っ て 表 現 さ れ た
Hamiltonian との関係を求める[11]。まず、
本来の時間変数 t とfictitiousな時間変数τと
の関係を

で表すことにする。ただし、qは空間座標で
あり、本来は f は t にも依存できるが、今は
空間依存の場合を考える。すると、本来の
actionは

と書くことができる。このactionに対して変
分をとる。その際、気をつける点は t も変分
を受け

とすることである。また、当然

とする。すると、まず について変分を取っ
てみると
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となるので

であることが分かる。次にδq・については

となる。これらの結果を用いてδSを求めて
みると

と表されることがわかる。ここでHは標準的
な t によるHamiltonian

である。したがって、H = 0 であればこの
actionの変分から、標準的なLagrange方程式
が得られることがわかる。一般的にこのま
まH = 0 とすることはできないが、以下の
ような操作でそれを実現できる。即ち、Lを
L + Eに置き換えるとLagrange方程式に変更
はない。そこで、もともとのLagrangian L

をL+E （EはHamiltonianの値）に置き換え
てみる。この置き換えを行っても、単に定数

項を付け加えただけなのでLagrange方程式
に変更はない。しかし、Hはpq・ − Lなので、
H  − E = 0となる。

q′ = f（q）q・なので

Appendix D

　RL vectorのPoisson bracketがSO（4）の
algebraを満たすことを確かめる[9]。
　まず、Poisson bracketの性質として以下の
性質を頻繁に利用するので、記しておく。

上 の 性 質 を 利 用 し て、RL vector Aiが

を満たすことを示
す。
　まずRL vectorは

とすることができる。ただし、bは定数であ
る。するとRL vector同士のPoisson bracket
は
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と な る。 右 辺 の そ れ ぞ れ の 項 のPoisson 
bracketを一つずつ抜き取って計算してみる
と以下のようになる。

１．第１項

２．第２項

３．第３項

４．第４項

５．第５項

６．第６項

以上の結果をまとめると

ここで

なので

が得られる。
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