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1. はじめに

Moment map とは、力学系における保存
量としての運動量などの概念を一般化して、
Symplectic manifold 上の幾何学的な量に対
する群の作用によって定義した写像を意味す
る。簡単に言うと、moment map とは phase 
space の座標（ ）に対して群 を作用
さ せ た と き に、 そ の 作 用 し た 後 の phase 
space が再び symplectic であることが保証
される（即ち、symplectic 2-form が保存さ
れる）ような群作用の生成子のことだという
見方が出来る［１］-［15］。

gauge 場の理論は無限次元の力学系とみな
すことができるので、symplectic 構造を導入
することができる。したがって、それは

gauge 理論にも moment map という概念を
持ち込むことができるということを意味す
る。驚くことに、そこに現れる moment map
は、gauge 理論の topological な構造に関わる
重要な方程式であることがわかる。例えば、
４次元の gauge 理論では、gauge 場が依存
する空間座標の数に応じて、Nahm 方程式や

［17］、Hitchin 方程式［18］、BPS 方程式［19］
などが現れる。さらに instanton 解を与える

（anti-）self dual equation や ADHM 方 程 式
も moment map であると解釈することがで
きる。これらすべてを moment map として
統一的に解釈することができるのである。

本稿では、有限次元の力学系について考察
した「Moment Map のすすめ（Ｉ）」につづ
き［16］、無限次元の力学系としての gauge
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場の理論における moment map について考
察する。

４次元の gauge 理論に入る前に、簡単な例
として２次元の gauge 理論から話を始める。
これからみるように２次元の gauge 理論は、
そこに moment map を導入する際に古典力
学系との対応関係が見やすく、moment map
が gauge 理論の中にどのように導入される
かが分かりやすい。そこで、まず２次元の
gauge 理論の話から始めることにする。その
上で、その議論を踏まえて４次元空間の
gauge 理論へと話を拡張していく。

2.  2 次元 Gauge 理論における Moment 

Map

2.1. Moment Map の導出
２次元の gauge 理論を考える［3］。２

次元空間の座標を と表すことにして
gauge 場を

と表す。ただし、ここでは議論を簡単化する
ためと、古典力学の phase space との対応関
係を見やすくするために、２次元空間の座標
を表す変数のうち変数 の依存性はないと仮
定する。（ただし、後の議論で 依存性を残
したままでも、同じように moment map の
考察が可能であるということを示す。）する
と  の張る空間は

と考えられる。ただし、 は変数 の定義
域であり、 =[0,1] であるとする。すると、
gauge 場を

という２行無限列の行列で表される２×∞次
元位相空間の座標とみなすことができるよう

になる。即ち、この空間には自然に

という symplectic 構造を導入することがで
きる。つまり、 次元空間における古典力学
系の２× 次元 phase space

を考えたときには、symplectic 構造としてω

= を導入するが、  , をそれ

ぞれ と見做し、 を無限次元空間の座標
軸を表す添字と考えて を 、 を と
対応させれば、上で定義した二つのωは次元
の大きさ（∞次元と 次元）が違うだけで、
同じものであることがわかる。

そこで、 を として 値 に作用さ
せる。この は所謂 gauge 群であり、内部
空間に作用する群である。古典力学系での
moment map の議論では、作用する群は直接
phase space に作用していたが、ここでは
の内部空間に作用するという点でこれまでと
は異なる議論となる。いわば、古典力学にお
いて質点系ではなく球対称な剛体系を考え、
剛体の回転を引き起こす群についての作用を
考えるようなものだといえるだろう。

ただし、ここで気をつけておかなければいけ
ないことがある。それは、 に作用する群は部
分群 でなければならない。な
ぜ な ら、 一 般 的 に  
が作用すると、 方向の依存性についての仮
定が崩れてしまうからである。このとき、と
にかくωを不変にするように を作用させる
ことが出来ればよい。その作用の仕方は次の
ようなものが考えられる。
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ただし、ここで作用しているのは full の で
はなく、gauge 場の configuration の condition

を変えない部分群 =

であることにする。
群が上述のように作用することとして、こ

れに伴う tangent vector field を考えると

と表される。これとωの interior product を
計算すると

となる。この式をみると、moment map の定
義から field strength

がωを不変にする 値の moment map であ
るといえる。この式は、 に依存しない場合
の2次元空間における field strength と見
ることが出来る。あるいは、見方を変える
と、 を scalar 場 と見做せば scalar 場の
１次元 gauge 場 中の covariant derivative 

とみることもできる。したがって、も

しこの moment map の値を０に固定すれば、
それは

という方程式を与えている。

2.2.  Symplectic Quotient と Moduli 

Space
次に前節の２次元 gauge 場についての

symplectic quotient について考え
る。

まず、moment map の値が０であるような
gauge（或いは Higgs）場の configuration の
一つを

とする。この に対して、

を満たす  
で gauge 変換すると

となる。（ただし、この は  に固
定しているので full の の element ではな
く、 の element で
あることに注意。）したがって、この変換に
より = ０とすることができる。今考えて
い る configuration は moment map の 値
が０なので、
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を満たし、 は によらない定数とするこ
とが出来る。つまり、任意の は gauge 変
換により必ず

という形に持ち込むことが出来る。この式が
表す空間は、 に依存しないので有限次元の
自由度であり、 の自由度しかない。即ち、
群 の作用によって無限次元の空間から有
限次元の空間へと reduce されたことになる。

ところで、前述のように最初に与えた に
対して、微分方程式

を満たす を作用させて（ ）を（ ）    
（ただし ）に reduction した場合、この

は であって、 の element とは言
えない。 は よりは boundary condition
の分だけ大きいので、商空間は必要以上に小
さ く な っ て い る。 し た が っ て、 実 際 は
symplectic quotient の空間はもう少し自由度
があるはずである。 と の違いは = ０
での の値が固定されているかいないか
の違いであることから と考えら
れる。即ち、

と考えることが出来る。よって

となることがわかる。
以上の議論から、symplectic quotient の空

間、即ち moduli space は であること
が分かった。しかし、有限次元空間である
symplectic quotient の座標がもともとの無限

次元空間 phase space の座標（ , ）
で ど の よ う に あ ら わ さ れ る の か、 ま た
symplectic quotient で の symplectic 2-form
を、Marsden & Weinstein theorem の 観 点
から導き出すことができるのか、という問題
に対しては open question となっている。

2.3.  空 間 依 存 性 を 持 た せ た 場 合 の2次 元
Gauge 理論の Moment Map

こ こ ま で の ２ 次 元 gauge 理 論 で の
moment map の導出方法は、古典力学にお
ける phase space との対応を見やすくするた
めに、空間方向の依存性を持たない場合に
限っていた。しかし、空間座標 の依存性
を消さなくても、２次元空間の各点を無限次
元の方向を表す座標軸の番号と考えてしまえ
ば、前節と同じ結論が得られることがわか
る。

前 節 か ら の 類 推 で、 今 回 の symplectic 
2-form は

と書くことが出来る。ここで、 は２次元
の base manifold 全体を表していて、 全
体で積分している。座標依存性は ,  

の２つなので、gauge field に対して
群 は

のように作用する。ただし、ここでも作用
は２次元空間の無限遠点で を満
たすもの、即ち無限遠点での の境界条件
を変えないものと仮定する。これは  だけに
依存する場合の議論でも採用していた条件
である。その結果、この作用による tangent 
vector field は

（4）



論　説

ー 5ー

Moment Map のすすめ（II）

と表され、これを使って symplectic 2-form 
ωとの interior product を作ると

が 得 ら れ る。 た だ し、 表 面 積 分 は、

即 ち
により落ちることを仮定している。したがっ
て、定義によりこの場合の moment map は

となることが分かり、これはまさに field 
strength である。したがって、特にμ = 
０は flat connection を表す。

ところで、後で役に立つことになるの
で、ここで上の議論を複素化して Kähler 
manifold の変数で表現してみることにする。
まず、gauge 場を のように表
して、 を変数とすることにする。 を

で書き直すと

となる。ここで、 ,

 とすると

と表される。また、

なので、 で表現したときの symplectic 
2-form は

となる。 に gauge 群 を作用させるこ
とによる tangent vector field は、直ちにわ
かるように algebra に値をもつ に対する
covariant derivative

を成分に持っている。したがって、

となり、moment map μ は

であることが分かる。この表現は、後に
Hitchin 方程式を moment map として導出す
る際に利用することになる。

（5）
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2.4.  2次元 Gauge 理論におけるもう一つの
Moment Map

無限次元だからと言って の空間を特別
扱いしないとすると、他にも空間の対称性は
存在するはずである。例えば、古典力学系に
おいて を とし、 とした
ときに、この manifold に対して が

のように作用することを考えることが出来
た。この場合、この作用でωは不変に保たれ
ていたので moment map が存在する。どの
ように考えたか思い出してみると、まず

となるので tangent vector field は

と表される。つまり、所謂 tangent vector 
field、

と比較するとλを除いて考えれば

であることがわかり、それを
の式に代入すると

となる。その結果、この場合の moment map
は

で あ る こ と が わ か っ た の だ っ た。 こ の 
を に置き換えれば、無

限次元といえども全く同じ議論ができるは
ずである。即ち、 に対して

が

のように作用することにする。すると、

となるので tangent vector field は

これとω の interior product を計算すると

となるので、この場合の moment map は

であることがわかる。これは gauge field の
質量項である。つまり、 の世界は
massless の gauge 場の世界ということを意
味していると考えられる。

（6）
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3.  4次元 Gauge 理論の Moment Map

これまでの２次元 gauge 理論を４次元
gauge 理論に拡張することができる。その
結 果、 よ く 知 ら れ て い る（anti）self-dual 
equation（Nahm equation, Hitchin equation 
etc.）などの、gauge 理論の topological な性
質に関わる重要な方程式が moment map で
あることを示すことができる。

２次元の場合は、まず座標依存性を１つに
絞ると をそのまま に
対応させることができた。従って、古典力学
との対応をみながら理解することが出来て、
そのうえで座標依存性を増やすことができ
た。また、そのとき古典力学の phase space 
の座標 を複素に組んで Kähler 空間と
みることもできた。

同様にして、４次元の gauge 理論の場合
は、phase space を hyperkähler manifold と
見ることが出来る。この場合は言わば  
の他に、もう２つの独立な変数が必要とな
るようなものなので、そのまま古典力学に
対応付けて考えることはできない。しかし、
technical には２次元のときの議論から類推
して話を進めていくことが可能である。

以下、４次元空間における gauge
場を対象に議論を進める。考えるべき空間
は常に hyperkähler 空間であるが、座標依
存性については０から４までのすべての場
合について別々に検討する。まずは一番簡
単な座標依存性０の場合、即ち有限次元の
hyperkähler 空間における moment map の
解説から始める。これは local な対称性を持
つ gauge 場の理論の話ではなくなってしま
うが、４次元 gauge 理論に現れる manifold
が Kähler で は な く hyperkähler で あ る こ
とに加え、考えるべき phase space が有限
次元なのか無限次元なのかの違いだけで
あるため、有限次元の hyperkähler 空間の

moment map を理解しておくと、無限次元
の hyperkähler 空間の moment map を理解
することは容易であるためである。また、あ
る意味では座標依存性０の場合から出てくる
moment map は ADHM 方程式と関連してい
ることが分かる。

3.1.  Kähler manifold 及び Hyper-

kähler manifold での moment map
有限次元の hyperkähler manifold の議論

に入る前に、有限次元 Kähler manifold から
議論を始める。これは、２次元 gauge 理論
の有限次元 version であり、Kähler manifold
から hyperkähler manifold への拡張は容易
だからである。

今、特に の complex matrix で張
られる空間を phase space と
し、これに 群が作用するものとする。
このとき symplectic 2-form は

である。これは２次元 gauge 理論で扱っ
た空間とほぼ同じであり、無限次元か有限
次元かの違いしかない。従って 群は、

とすると

のように作用することになる。したがって、
これに伴う moment map は２次元 gauge 場
のときの field strength で微分項のない交換
関係部分だけになることが分かる。即ち

である。
例 え ば、 具 体 的 に = ２ と し て、 詳 し

く 成 分 に 分 解 し て 考 え て み よ う。 即 ち
である。これに対して

を adjoint に作用させる場合の moment map

（7）
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を考える。その場合座標を複素数の成分とし
て

で表すことにする。すると、adjoint に作用
するのでその座標の微小 変換は

となる。したがって

である。成分 ごとについてみれば、これ
は

である。これより、今回の tangent vector 
field は

であり、これが Hamiltonian vector field

と等しいためには、言い換えれば
= となるためには

となることが必要である。これより moment 
map は

となる。あるいは、moment map は３つ出
てきて、それぞれ

である。まとめて書けば、

であることがわかる。
しかし、以上の方法で計算するのは今後の

議論では少々煩雑な作業である。ここで後の
議論に役立つということもあるので、成分に
分解しないままの方法で上の式を導いておこ
う。そうすれば、それは gauge 場に
限らずもっと一般的な群に適用して考えるこ
とも容易に出来る。そのとき、まず vector 
field は

と 表 す こ と が で き る。 こ れ と symplectic 
2-form

との interior product を作ると

（8）
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となり、

であることを導くことができる。
次に、ここでこの moment map について

の symplectic quotient の空間の自由度（次
元）について考えておこう。元の空間の自由
度から moment map の値を固定することに
よって３つの自由度が減り、更に で変換
される自由度を３つ落とすことになる。もと
もと の自由度が８だったので、この場合
の symplectic quotient の自由度は２となる
ことが分かる。即ち symplectic quotient は
２次元空間になる。（ただし、この２次元空
間が元の変数 を使って、具体的にどのよ
うに表されるかはまだ確認していない。）

ここまでは の張る空間、即ち  
について考察してきたが、この議論を gauge 
field の空間に拡張するために、complex ２×
２行列の空間 の代わりに、 の
algebra が張る空間と同じ自由度を持つ
空 間、 即 ち、
という空間についても考察しておく。この
空間への群 の作用は形の上では に
対するものと同じなので、moment map は

であることがわかる。しかし、

の自由度は３×２= ６なので、この場合の
symplectic quotient の自由度は０、つまり１
点の空間となり、trivial な空間である。しか
し、これを本当の２次元 gauge 場の空間に
適用する場合の議論においては、この変数に
座標依存性を与え無限次元空間に拡張する。
このことにより、各座標軸方向（即ち、座標
の値）ごとに１点に縮約された空間が無限個
の点の集まりとなり、ひとつの manifold が
得られると考えることが出来るものと考えら
れる。

さて、準備が整ったのでここまでの議論
を 複 素 数 か ら quaternion（ 四 元 数 ） に 拡
張して、４次元の話に適用してみよう。即
ち、 とする。この M の張る空
間を hyperkähler manifold という。一般に
hyperkähler manifold は、次のように定義さ
れる。：
多様体 上に metric が定義されていて、
３つの複素構造 があり、次の条件
を満たすものを考える。

• は各 に関して Kähler である，即ち

• は quaternion の関係式を満た
す。即ち

この条件が満たされているものを hyper-
kähler manifold という。

hyperkähler manifold 上の moment map
がどのように与えられるかについては、通
常次のような議論で示される。hyperkähler 
manifold の座標を一般的に

で 表 す こ と に す る。 こ こ で、 は
quaternion の基本単位であり、 = =  

（9）
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= = = = を満たすもので
ある。 に対しては 群（ 群）
が作用する。また は、次のように書き換
えることができる。

すると、例えば１行目の式を

と表すことができて、 に対してはそ
れぞれ が adjoint に作用することにな
る。つまり、この群作用によって得られる
moment map は Kähler のときの結果から類
推すれば

であることが分かる。同じことは、２行目、
３行目の式についても言えるので、結局３つ
の moment map

が得られるという訳である。
しかし、今後の議論のためにもう少し詳し

い計算からこの結果を示して置くことにしよ
う。

phase space を

と書くことにする。ここで

とすると、

を満たすことが容易に分かるので、これは
quaternion の基本単位と見ることができて、
所謂 hyperkähler 空間を形成している。つま
りそこには３つの hyperkahler 2-form

が存在する。これらの2-form は、 上に
群が

と作用しても不変である。そこで、この作用
に伴う tangent vector field を考える。そ
うすれば、３つの 2-form と の interior 
product を 作 る こ と に よ り  
ということが示されるはずであり、３つの
moment map が得られるはずであ
る。そこで、まず を作ると、それは

と 書 く こ と が で き る。 こ れ を 用 い て
との interior product を求めると

（10）
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となる。さらに、例えば  の中から
Λをくくり出してもう少し整理してみると

となることが分かる。同様にして , 
についても求めることができて、結

局 moment map の定義から

が得られる。
こ こ で も Kähler の と き と 同 じ よ う に

symplectic quotient の空間の自由度を考え
ると、 の場合は 16 の自由度があっ
て moment map ３つから３×３= ９の自由
度が減り、さらに の自由度３つを落
とせば４つの自由度が残って４次元空間とな
ることが分かる。一方、gauge field の phase 
space の場合、symplectic reduction を考え
ると、もとは３×４=12 の自由度しかないの
で、やはり Kähler のときと同じように自由
度は０となり、１点に縮約されることがわか
る。しかし、次節以降の議論で見るように、
４次元空間の座標依存性を与え、無限次元の
phase space を考えると、その点の集まりが
一つの symplectic manifold を形成すること

になる。

3.2.  Moment Map としての Nahm 方
程式

前節の結果を踏まえ、ここから具体的に
４次元空間の gauge 場について考えよう。４
次元空間における gauge 場を
とする。まず、それらが時間 のみ
に依存する関数であると仮定する場合から始
めよう。すると の張
る無限次元空間は無限次元 hyperkähler 空間
と見做すことができて、その空間上の１点
は、quaternion

で表すことができる。即ち、２次元のと
きと同じ  を無限次元空間の座標軸を表す
添字と考える。すると、そこには３つの
symplectic（hyperkähler） 構 造（form） を
導入することが可能であって、上式を

と表すことができるので、これらに伴って
2-form は前節の結果から

の３種類で表されることが容易に分かる。こ
れらの 2-form は、 上に 群が

と作用しても不変である。そこで、この作

（11）
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用に伴う tangent vector field を考える。
そうすれば、３つの form と の interior 
product を 作 る と そ れ ら は  
と表されるはずであり、それにより３つの
moment map が得られるはずであ
る。そこで、まず を作ると、それは

と書くことができる。これを用いて
との interior product を求めると

となる。さらに、例えばここで に
ついて部分積分を用いてもう少し整理してみ
ると

となることが分かる。同様にして  
についても求めてみると、結局

が３つの moment map であることが分かる。
もしこれらを同時に０と置くとすれば、それ
らはまさに Nahm 方程式と呼ばれる方程式
である。

3.3. Hyperkähler Quotient
次 に、 上 で 求 め た moment map が 一

定 の 値 に 固 定 さ れ た と き の symplectic
（hyperkähler）quotient を考えてみよう。ま
ず、上で示したように３つの moment map

を０に固定する。これらは所謂 Nahm 方
程式であり、従って、Nahm 方程式の解の
moduli 空間は

と表される。この空間は symplectic quotient 
ではないが、hyperkähler quotient というも
の に な っ て い る。hyperkähler quotient は
hyperkähler 多様体になることが知られてい
る。

では、具体的に hyperkähler quotient、即
ち Nahm 方程式を満たす gauge 場の moduli
空間は、どのような空間になるだろうか。例
えば  を

（12）
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のように組んで と見
做す。（もちろん、 の組み方は３通
りあるが） を基本的な場の変数と
すると、これに対する symplectic 2-form は

ということになるが、
これはもとの2-form とは

という関係である。また、この 2-form を不
変に保つ群作用は ということになる。も
ともと に対して群は

のように作用していたから、 に対し
ては は

のように作用することがわかる。これを見
ると は、あたかも２次元のときの

に が作用しているときと同じ形
になっていることがわかる。したがって、こ
の場合の moment map は

となることは明らかである。

一方、

となっているので、 であるこ
とが分かる。つまり、 の manifold 
に が 作 用 す る と い う こ と は、  

の manifold に が（特
に今の場合は  を不変に保つように）
作用するということと同じになっているとい
うことである。

ところで、上で見たように、moment map 
は２次元の flat connection の場合の moment 
map と形式的には全く同じものになってい
て、異なっているのは複素化されているとい
う点だけなので、 に が作用する
ことによる symplectic quotient は、

であり、これが hyperkähler 多様体である。

3.4.  Moment Map としての Hitchin 方
程式

次にもう一つ座標依存性の数を増やして
みよう。以下に示すように、その場合の
moment map は所謂 Hitchin 方程式と呼ばれ
るものになることが分かる。Hitchin 方程式
とは、２次元空間における gauge 場と Higgs 
場が満たす self-dual equation のことで

（13）
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で表される。これは、４次元空間の self-dual 
equation において、２つの座標依存性を取
り除き、gauge 場のうちの２つを Higgs 場
と identify することによって得られることが
分かっている。しかし、これも前節の Nahm
方程式と同様、ある与えられた位相空間に
対して群が作用することにより定義される
moment map として導き出されるものと考
えることが出来る。

Hitchin 方程式を moment map として導き
出す方法は Nahm 方程式を moment map と
して導き出したときの方法と全く変わらな
い。Nahm 方程式のときは、実空間の座標依
存性を ひとつにしていたのに対し、Hitchin
方程式を導き出す場合は座標依存性をもうひ
とつ増やして議論するだけのことである。即
ち、依存する座標を とす
る。これは２次元の gauge 理論のときに述
べたように、無限次元位相空間の座標軸の番
号を表すパラメータを２つに増やしただけだ
と考えればよい。つまり、２次元空間の各点
が無限次元空間の座標軸を表す番号になって
いると考えればよいということである。する
と、gauge 群の作用に関わる moment map
は Nahm 方程式が Hitchin 方程式にとって
代わることになる。

後で gauge field のうち２つを Higgs field
と見做すことになるが、とりあえずは gauge 
field はすべて で表した
ままで議論を進めていく。そして、最後に
２ つ の gauge field を Higgs field に 定 義 し
直すという手順をとることにする。すると、
symplectic 2-form は積分すべき変数の数、
即ち無限次元空間の座標軸の和は増えるが、
Nahm 方程式を導き出したときと同じように

と定義することができる。今回の座標依存
性は の２つなので、gauge 
field に対して群 は

のように作用する。その結果、この作用によ
る tangent vector field は

と表される。次に、これと上で定義した３
つの との interior product を作る。
まず との interior product は

（14）
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となり、同様に との interior product 
についても

が得られる。したがって、それぞれから得ら
れる moment map は

となる。ここで、座標を

と再定義し、それに伴って gauge 場も

と定義しなおすと、例えば は

であることは明らかである。また、 に
ついては とすると

より

となり、 は、Hitchin 方程式
であることが分かる。

3.5. Moment Map としての BPS 方程式
ここまでくると、座標依存性の数を増やし

たところで大きな問題は無いようにみえる。
そこで、もう一つ空間座標の依存性を増やし
てみる。即ち、空間座標依存性を３つにし
て、gauge 場 が
に依存していて 方向は constant であると
する。まず

とする。ただし、 である。
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また今回、群 は
に対して、

のように作用することになる。その結果、こ
の作用による tangent vector field は

と表される。次に、これと上で定義した３
つの との interior product を作る。
まず との interior product は

 

となり、同様に との interior product 
についても

が得られる。以上から３つの moment map 
は

（16）
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となることが分かる。これが何を表している
かは明らかである。例えば、３＋１次元空間
の Yang-Mills-Higgs model

 
において、static な system、即ち３次元的
な finite energy system を考えると

である。ところで、自明な不等式

 

より

という不等式が得られるので、

不等式の右辺は topological number であり、
は monopole charge である。即ち

が最低エネルギー状態を与える BPS bound
の方程式であり、BPS equation と呼ばれて
いるものである。

話を戻して、先ほど得られた moment map
と BPS equation を見比べてみる。moment 
map の 式 の 中 で を に 置 き 換 え る と、

それぞれの式の初めの２項は の
covariant derivative であり、
残りの２項は field strength            となっ
ていることがわかる。これはまさに BPS 
equation そ の も の で あ る。 つ ま り、BPS 
equation は、３次元の static な gauge 場を無
限次元 phase space と考えたときの moment 
map であるということができる。

3.6.  Moment Map と し て の（Anti） 

Self-dual Equation

更に座標依存性を full に４つ   
とする。symplectic 2-form は相変わらず

と す る こ と が で き る。 た だ し、 = 
で あ る。 ま た 今 回、 群

は すべてに対し
て、

のように作用することになる。その結果、こ
の作用による tangent vector field は
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と表される。次に、これと上で定義した３
つの との interior product を作る。
まず との interior product は

となり、同様に との interior product 
についても

 

が得られる。以上から３つの moment map 
は

と な る こ と が 分 か り、  
とすると、それぞれ

（18）
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と表される。即ち と
いう anti-self dual 方程式となっている。

4.  ADHM 方 程 式 と Moment Map

（Self-dual Equation）

最後に ADHM 方程式について、moment 
map の立場から考察してみよう。

ADHM 方程式は４次元 gauge 理論におけ
る self-dual equation の解を与える代数方程
式である。この方程式は代数方程式なので当
然いわゆる有限次元空間の方程式であるが、
前節で扱った無限次元 phase space における
moment map である self-dual equation の解
と全く同じ解を導く方程式である。ここで
は、この ADHM 方程式も、ある種の phase 
space の moment map であることを示すこ
とにしよう。

ADHM 方程式は

で与えられる。ここで、  は であ
り、 は  複素行列である。

と こ ろ で、 所 謂 ADHM 方 程 式 を 導 き
出すには、通常次のような手続きを踏む。
ADHM データ というものがあって、この

に対して

（実際は０次元 Dirac 作用素 の
２乗 ）を作る。そして、この に
対して Pauli 行列と可換であることを要求
する。理由は４次元 Dirac 作用素 の２乗

が Pauli 行列と可換であることが gauge
場が self dual であることに一致しているた
めである。（つまり に対して self duality
を要求していることになるが、 は moduli
の自由度を表す変数であり gauge 場そのも
のではない。それにも関わらず、なぜ self 
duality を要求するのかの直接の関係はここ
では不明である。）

さて、Pauli 行列と可換であることを要求
すると

となる。即ち、上記の第１式より

また第２式 , 第３式より

となり、これらが所謂 ADHM 方程式の複素
表現である。

次に、上の議論で得られた ADHM 方程式
をある種の phase space における moment 
map として求めることができるということ
を示そう。まず、ADHM データ

を、ひとつの phase space と考える。そのと
き、phase space に対して

（19）
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という 2-form の不変性を仮定する。この
ADHM データに対して、左から

右から

 
を作用させることを考えると、この作用は
上で仮定した 2-form を不変にすることは容
易にわかる。さらに、それに伴って moment 
map が

となることも容易に計算から求めることがで
きる。もし とすると、これは
まさに ADHM 方程式である。

5. まとめと考察

ここまでの結果から、topological soliton
解を与える方程式を moment map の立場か
ら見れば、どれも無限次元 hyperkälher 空間
の moment map であることがわかった。た
だ同じ無限次元 hyperkälher 空間とは言って
も、それぞれ無限個の座標軸の数（空間座標
依存の数）の違いで異なる方程式が出てくる
ということである。ただし、これら moment 
map として導き出された方程式は、もとも
と phase space の幾何学的構造だけを反映し
ているはずなので、それぞれの dynamics と
は関係がない。つまり、energy の最低値を

与えるとか、action の最低値を与えるなどの
情報や dynamics の topological な情報は、こ
れらを導出する際には全く入っていない。

考 え て み れ ば、topological な soliton 解
は、系の特定の boundary condition を満た
す eq. of motion（Euler-Lagrange eq.）の解
のひとつである。そして、self dual eq. や
BPS eq. に 代 表 さ れ る よ う な gauge 場 の
topology を論ずる際に現れる方程式は、系
の topological な縛りから現れる方程式で、
eq. of motion を直接解くかわりに、この方
程式を解けば eq. of motion の解のひとつで
ある topological soliton 解を与えるという方
程式である。そもそも、本来の gauge 理論
における eq. of motion は二階微分方程式で
あるのに対して、self dual eq. や BPS eq. は、
一階微分方程式である。要するに gauge 理
論の topology に関連して導き出された方程
式は、どれも eq. of motion を一回積分した
ものとみることができる。

ところで、古典力学系における moment 
map のことを思い出してみよう。古典力学
系で導き出される moment map はすべて eq. 
of motion を一回積分して出てくる量である。
実際、harmonic oscillator の Hamiltonian
にしろ、運動量にしろ、角運動量にしろ、
moment map として導き出されるものはす
べて、ある異なった条件の下で eq. of motion
を一回積分して出てくる物理量であった。こ
の事情は単に次元を無限次元に拡張しただ
けの gauge 理論でも変わらないはずである。
そう考えれば、gauge 理論において eq. of 
motion を一回積分した topological な方程式
が moment map として現れるのはもっとも
らしいと言えるかも知れない。

さらに言えることは、topological な縛り
から導き出された方程式という立場でみれ
ば、self dual eq. にしろ BPS eq. にしろ、必
ずその値は０でなければならない。ところ
が、それらを moment map として見ると、

（20）
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よくわからないものの、moment map は系
の保存量となるべきものとして現れることが
多いので、保存さえしていれば運動量や角
運動量の値が０である必要がなかったのと
同様に、moment map としての self dual eq.           
も BPS eq. も値が０である必要がない。と
にかく eq. of motion を一回積分してでてき
た保存量になるべきものであった。つまり、
eq. of motion を一回積分すると当然積分定数
が現れるが、その積分定数がそれらの方程式
が意味する物理量の保存量と考えることがで
きる。積分定数は０とは限らないので、これ
らの方程式を moment map として解釈した
場合、topological な方程式と見るより多少広
い意味を持っていると言えるのではないだろ
うか。

以 上 の よ う に、gauge 理 論 に お け る
topological な 方 程 式 が moment map と し
て現れるのは、一見奇妙にも見えるが、実
は古典力学系の場合から類推して考えて
みるともっともらしく見えるところもあ
る。つまり、phase space の中に symplectic

（hyperkähler）構造を入れると、古典力学系
にしろ gauge 場の理論系にしろ Lagrange 形
式から出てくる eq. of motion を一回積分し
た形で出てくる保存量が moment map とし
て現れるということである。しかし、どちら
の場合についても、この事実はとても不思議
なことのようにみえる。dynamics を考えて
Lagrangian を 作 り、Euler-Lagrange eq. を
解くということと、単に phase space の幾
何学的構造に symplectic（hyperkähler）構
造を導入してその構造を壊さない群作用の
moment map を作るということは、一見何
も関係がないように思える。しかし、実はと
ても重要な関係が隠されているということで
はないだろうか。例えば、知らず知らずのう
ちに phase space の幾何学的構造と矛盾しな
いようにしか dynamics を作ることができな
いとか、symplectic（hyperkäler）構造を仮

定した時点で dynamics の種を入れていると
かいうことになっているのかもしれない。

moment map は symplectic（hyperkälher） 
構造を保つ群作用の generator である。幾何
学的には moment map はその意味を持つ量
でしかない。つまり、symplectic 幾何学的に
moment map を導出した時点では moment 
map が保存しなければならない量である
ということはまったく考えていない。しか
し、もし moment map の値が一定になるよ
うな dynamics を考えようとするならば、そ
のときにはそれに見合う Lagrangian とか
Hamiltonian の形（つまり、moment map が
保存するような Lagrangian や Hamiltonian
の形）がある程度決まると考えればよいだろ
う。

例えば、具体的な例を挙げると「phase 
space に お い て symplectic 構 造 を 保 ち な
が ら 回 転 を 引 き 起 こ す generator と し て
の moment map は 角 運 動 量 で あ る。」 こ
のように言った時点ではまだどのような
dynamics か何も決まっていない。しかし、

「その moment map である角運動量が一定で
あるような超曲面上の運動に限った力学を
考える」と言った途端、中心力のもとでの
dynamics だと言うことが決まり、harmonic 
oscillator や Kepler な ど の Lagrangian で 表
される dynamics を考えることに決まってく
るということだ。

moment map = ０ と い う 世 界 は む し ろ
singular である（と言えるかもしれない）。
nonzero になると、その singularity が消え
るということがある。例えば、文献［４］

（ADHM/Nahm 構成法とその双対性）でも、
ADHM eq. ではそれが nonzero のとき、非
可換にはなるが singularity は消えるという
ことが示されており、古典力学系でも角運
動量が zero という超曲面 は phase 
space 上では singular だが、nonzero の場合
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は singular ではないだろう。むしろ
の世界のほうが特殊なのかもしれない。

いずれにせよ、moment map の値が zero 
なのか nonzero なのかで事情が大きく異な
るのは事実で、なぜそのように大きな違いが
現れるのかをもう少し詳しくみてみる必要が
ありそうである。例えば、gauge 場のときに
moment map と し て の self dual eq. や BPS 
eq. は nonzero でも構わないはずなのに、現
実的に topology と関わるのは zero のときだ
けのようにみえる。もし nonzero の場合を
考えて、その値が保存するような gauge 理
論を考えたらどのようなものになるのかを考
えることは価値があるかも知れない。。

いずれにせよ、無限次元の位相空間をもつ
gauge 理論と moment map について、もう
少し詳しく調べる必要があるものと考えられ
る。
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