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〔論　説〕

シュレディンガー波動方程式にもとづく 

都市圏の人口変動モデル
―実の世界と虚の世界―

神　頭　広　好

I　はじめに

　ニュートンの重力モデルは、今でも地理学やマーケティングの分野に応用さ

れている1。しかし、量子論2を社会科学に応用した研究はあまり見られない。

ちなみに、シュレディンガーの波動方程式は、量子論の根幹をなすものであり、

大雑把に言うと、ニュートンやアインシュタインの重力理論に対して量子論は

確率論をベースとして、不確定な素粒子の波動を分析するために虚数が導入さ

れている。

　ここでは、複素数の世界において相対性理論におけるポテンシャルと量子論

を結び付けられることを可能にするために、シュレディンガーの波動方程式の

考え方を人口変動に応用する。そこでは確率論的解釈ではなく、量子の波のよ

うな流れを都市の人口の流れに置き換えることによって、時間による人口変動

と都市の相対的魅力としてのポテンシャルによる人口変動が複素数の世界を

ベースに現実の世界と虚 (イメージ )の世界において、どのような動きをする

1　最近では、神頭 (2016) において、ニュートンの引力の法則を用いて、リピート圏につい

て分析している。さらに、Kozu(2022, pp.25-38) ではニュートンの引力の法則とケプラー

の第3法則を使って、大都市圏のシステムについて説明している。

2　これについては、佐藤勝彦 (2006、第4章 ) および矢沢サイエンス編著 (2018、第2章 ) に

おいて物語的に説明されている。
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かについて分析する。

　総じて、複素数の実数部と虚数部に着目して、前者を現実の世界、後者を虚

の世界として考えながらも２つの世界が無限にもとづくゼロの操作において繋

がっている。また、ポテンシャルは限界効用逓減の法則と似たような動きをし

めしており、時間と三角関数の時間が共存する場合、究極的には現実のポテン

シャルは、イメージによるポテンシャルの2倍になることが推察される。

II　シュレディンガー波動方程式にもとづく人口変動モデル

　モデルの主たる仮定は、以下の通りである。

(1) 量子が人口3、ポテンシャルは都市の位置としての魅力を示しており、ポテ

ンシャル関数は距離の関数で表される4。また、人口の変動は不確定性を有し

ているために、現実の世界 (実感できる世界 )にいる場合でも虚の世界 (イ

メージの世界 )にいる場合でも起こりうる。すなわち私たちの住んでいる世

界は、実数の世界であるように見えるが、その背後には虚数の世界が見え隠

れしている。

(2) 人口変動関数は、時間とポテンシャル要素から成り立っており、分離型の

関数である。

(3) 時間の人口変動はポテンシャルによって加速するものの都市人口が大きい

ほどその加速は小さくなり、それが人口変動にマイナスに作用させる。

(4) 魅力としてのポテンシャルは都市の変動に影響を与える。

上記の仮定の下で、一般にシュレディンガー方程式5は、

3　ただし、量子は波であるということを考慮すると、人口変動そのものを指す。

4　他に、都市経済学または新経済地理学における CP( 核－周辺 ) モデルでのポテンシャル

関数は2地域間の間接効用の差の積分としている。これについては、Fujita, M. and Thisse, J.-F. 

(2013) ( 邦訳、pp.352-357) を参照せよ。

5　これについては、竹内 (2004、第1章 )、吉田 (2012、第５章 )、近藤 (2017、第３章 IX)、
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シュレディンガー波動方程式にもとづく都市圏の人口変動モデル

 2 2

2 ( )
2

f h fih V d f
t m d

∂ ∂
= − +

∂ ∂
 (1)

で表される6。

ただし、 f；人口変動 (波動関数 )、 t；時間、V(d) ：ポテンシャル (都市の魅力 )、 

d：立地点、 m：都市人口 ( 粒子の質量 )、 h：時間の変化およびポテンシャルの

加速に影響を与えるインパクト ( 時間・ポテンシャルインパクト7)

(a) 上式 (1) における 0 1h� � のケースまたは h に対して m が相対的にかなり

大きなケース

ここで、時間・ポテンシャルインパクトがほとんどない  0 1h� � の場合は、

 2 0h | であるとすれば、(1) は d に関わらず、

 fih Vf
t

∂
=

∂
 (2)

で表される。(2) を解くことによって、

 (0)
Vi t
hf f e

−
=  (3)

が導かれる。ただし、  (0)f f= は初期条件を示す。

さらに、(3) を三角関数表示に変換すると、

 (0) (0) cos sin
Vi t
h V Vf f e f t i t

h h
− ª º§ · § ·= = −¨ ¸ ¨ ¸« »© ¹ © ¹¬ ¼

 (4)

で表される。これは一種の循環型の人口変動関数を示している。

ただし、 0 V� 、 0 h�  、 0 td である。( 以下同様 )

原岡 (2018、pp.315-342)、竹内 (2019、第4章 )、竹内 (2020、第3章 ) を参照せよ。

6　この方程式については、馬場 (2021、講義２) において平易に説明されている。また、竹

内 (2005、第3部 ) ではエクセルを用いてシュレディンガー方程式が描かれている。一方、

竹内 (2007、pp.107-124) では Maxima を用いて描かれている。

7　例えば、就業機会、所得の上昇分などがこれにあたる。
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①実数部分としての現実の世界 (直接の世界 )

虚の世界 (虚数 )をなくすために、

 cos 1V t
h

§ · = r¨ ¸
© ¹

 (5)

および　

 sin 0Vi t
h

§ ·− =¨ ¸
© ¹

 (6)

が成立するためには、

 0V t
h

§ · =¨ ¸
© ¹

 (7)

を必要とする。(7) が成立するのは、

 0t =  (8)

または　

 2( 1)V t n
h

S= −  (9)

の時である。ただし、n は自然数である。(以下同様 )

したがって、(9) からポテンシャルは、

2( 1)n hV
t

S−
=   (10)

で表される。(10) は、現実の世界において「偶数ポテンシャル」であること

を示している。

このポテンシャルは、(10) からインパクトに比例して、時間の経過とともに

徐々に低くなっていく。

②虚数部分としての虚の世界 (または間接の世界 )

現世をなくすためには、
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 cos 0V t
h

§ · =¨ ¸
© ¹

 (11)

および

 sin Vi t i
h

§ ·− = −¨ ¸
© ¹

 (12)

を必要とする。そのためには、

 (2 1)
2

V nt
h

S−§ · =¨ ¸
© ¹

 (13)

が満たされなければならない。

したがって、(13) からポテンシャルは、

 (2 1)
2

n hV
t

S−
=  (14)

で表される。(14) は、虚の世界において「奇数ポテンシャル」であることを

示している。

　このポテンシャルは、(14) からインパクトに比例して、時間の経過ととも

に徐々に低くなっていく。

　これは、n を一定とすると、どの世界でもポテンシャルが長期においてほぼ

消滅していくことを物語っている。物的には競争原理によるポテンシャルの食

い潰しとも考えられる。

(b) 時間と自然数の大きさが比例するケース

時間と三角関数時間8との関係は、時間が自然数で進むことと同じであるから、

 n tE=  (15) 

で表される。ただし、c は自然数の時速を示している。

(15) を (10) へ代入すると、現実の世界でのポテンシャルは、

8　この時間は、πを基本としており、通常の時計の逆回り、すなわち左回りである。

β
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 2( 1) 2( 1) 12( )n h t hV h
t t t

S E S E S− −
= = = −  (16)

で表される。ただし、  0 V� であり、(16) を t で微分すると、

 
2

2dV h
dt t

S
=  (17)

で表される。

さらに、(17) を t で微分すると、

 
3

2d V         h
dt  t

S
= −

2

2  (18)

で表される。

　これらのことから、ポテンシャルは、(16)、(17) および (18) から経済学で

の限界効用逓減の法則が作用しているように見える。

　ここで、時間が無限に大きくなると、すなわち tofならば、(16) は、

 2V hE S|  (19)

に書き換えられる。

　一方、虚の世界のポテンシャルは、上記同様に、

 (2 1) (2 1) 1( )
2 2 2

n h t hV h
t t t

S E S E S− −
= = = −  (20)

で表される。さらに、(20) を t で微分すると、

 
22

dV h
dt t

S
=  (21)

で表される。

さらに、(21) を t で微分すると、

 
3

dV h
dt t

S
= −  (22)

で表される。

　虚の世界でも (20)、（21）および (22) からポテンシャルを効用に置き換え

d V
dt
2

2
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ると、経済学での限界効用逓減の法則が作用しているように見える。

　ここで、時間が無限に大きくなると、すなわち tofならば、(20) は

 V hE S|  (23) 

に書き換えられる。

　(19) と (23) の２つの式から、究極的には、現実の世界の方が虚の世界より

もポテンシャルは2倍になることを示唆している9。

図1は、 1E = 、 1hS = として、現実の世界のポテンシャル (16) は実線で、虚の

世界のポテンシャル (20) は点線で描かれている。

(c) 時間を含まないケース10

　このケースのシュレディンガー方程式は、

9　心理学的には、イメージしたポテンシャルよりも現実のポテンシャルの方が複雑で、2倍

も大きいことを物語っている。

10　このケースについては、馬場 (2021、pp.48-59) を参照せよ。

図１

��
�

3

dV h
dt t


= − � � � � � � � � � � � � � � � � �����

で表される。�
虚の世界でも����、（��）および����からポテンシャルを効用に置き換えると、経済学での
限界効用逓減の法則が作用しているように見える。�
�
ここで、時間が無限に大きくなると、すなわち t →ならば、����は�

V h  � � � � � � � � � � � � � � � � � ����� �
に書き換えられる。�
����と����の２つの式から、究極的には、現実の世界の方が虚の世界よりもポテンシャルは
� 倍になることを示唆している�。�
図 � は、 1 = 、 1h = として、現実の世界のポテンシャル����は実線で、虚の世界のポテ
ンシャル����は点線で描かれている。�
�

図１�

�
�
�F�時間を含まないケース���
このケースのシュレディンガー方程式は、�

�
�� 心理学的には、イメージしたポテンシャルよりも現実のポテンシャルの方が複雑で、�倍も大きいこと
を物語っている。�
��� このケースについては、馬場�����、SS�������を参照せよ。�
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 2 2

2 ( )
2
h fEf V d f
m d
∂

= − +
∂

 (24)

で表される。

　ただし、E は人口の変動関数に与えるエネルギー11として、都市圏人口を

示しており、質量 m としての都市人口に比例している。なお、物理学では、

 2E mc= から、E は想像を超える値である。 1c = の時のみ都市圏の人口と都市の

人口が一致する。

　ここで、人口変動関数が

 adf e=  (25)

で表されるとして、(25) を (24) へ代入すると、

 2
2( ) ( )

2
ad ad adhEe a e V d e

m
= − +  (26)

で表される。さらに、(26) を解くと、

 � �2

2 ( )ma V d E
h

= r −  (27)

が導かれる。(27) を (25) へ代入すると、人口変動関数の基本解は、

 0.5

2
2 ( ( ) ) ( 1)m V d E d
hf e

­ ½− −® ¾
¯ ¿=  (28)

または

 0.5

2
2 ( ( ) ) ( 1)m V d E d
hf e

­ ½− − − −® ¾
¯ ¿=  (29)

で表される。さらに、一般解は、

 0.5 0.5

2 2
2 2( ( ) ) ( 1) ( ( ) ) ( 1)m mV d E d V d E d
h hf Be Ce

­ ½ ­ ½− − − − −® ¾ ® ¾
¯ ¿ ¯ ¿= +  (30)

で表される。

11　これは、アインシュタインの相対性理論から導かれる。(馬場 (2021、講義1) を参照
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シュレディンガー波動方程式にもとづく都市圏の人口変動モデル

　ここで、繰り返しになるがポテンシャルの関数を
 ( ) AV d

d
= として、E のエネ

ルギーを都市圏人口とする。ただし、A は都心の集積の魅力12、d は都心からの距

離を示す。(以下同様)

　また、都心の距離を  1d = として、都心部の人口変動を  (1) 1f = とすると、

 1
2

B C= = である。これらを (30) へ代入すると、

 0.5 0.5

2 2
2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)1 1

2 2

m A m AE d E d
d dh hf e e

­ ½ ­ ½− − − − −® ¾ ® ¾
¯ ¿ ¯ ¿= +  (31)

で表される。

　さらに、(31) は以下の２つのケースに分けられる。

① ( )E V d� のケース

　ここでは、(31) を用いて、都市圏の距離を変化させた時とポテンシャルを

変化させた時の人口変動関数の変化について考察する。

12　例えば、多種多様な多くの企業、多くの公共サービスの存在を示す。

図２

��
�

さらに、����はҐԾの２つのケースに෾͜られる。�
ᶅ ( )E V d� のケース�
ここでは、����を用いて、౐ݏࢤのړ཯をรԿさせた時とポテンシャルをรԿさせた時のਕ
�。するࡱߡรಊ਼ؖのรԿについて޳
�
図 � は、����にؖして、 10000A= 、1 30dd � 、 200E = で描かれている。たͫし、ॐ࣢の
஍が大きいことから、����に 1460.1 を৒ͣている。�図̑および図̒もಋ༹��
この図から、౐心から ��NP の౐ࢤでは༁ ��NPまでは౐ࢤのรಊはҲఈで͍るが、ͨ こか
らܻٺにਕ޳รಊがًこり、��NP͍たりから限界ஏにか͜てਕ޳รಊがٺ減することを示
唆している。�

図２�

�
�

�D�౐֨ݏࢤ大のケース�
図 � は、����にؖして、

10000A=

、1 60dd � 、

200E =

で描かれている。たͫし、ॐ࣢の
஍が大きいことから、����に

1460.1

を৒ͣている。�
この図から、図 � とਕ޳รಊが大きくรԿするॶは、Ά·ಋͣで͍るが、સର的にรಊの大
きさがঘさくなっている。�

�
図 ��
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　図2は、(31) に関して、 10000A = 、 1 30dd � 、 200E = で描かれている。ただし、

縦軸の値が大きいことから、(31) に0.1
146を乗じている。( 図３および図４も

同様 )

　図2から、都心から30km の都市では約23km までは都市の変動は一定である

が、そこから急激に人口変動が起こり、26km あたりから限界地にかけて人口

変動が急減することを示唆している。

(a) 都市圏拡大のケース

　図3は、(31) に関して、 10000A = 、 1 30dd � 60、 200E = で描かれている。ただし、

縦軸の値が大きいことから、(31) に0.1
146を乗じている。

　図3から、図2と人口変動が大きく変化する所は、ほぼ同じであるが、全体的

に変動の大きさが小さくなっている。

��
�

�

�
�E�౐心のຳྙが৏তするケース�
図̒は、����にؖして、 15000A= 、1 60dd � 、 200E = で描かれている。たͫし、ॐ࣢の
஍が大きいことから、����に 1460.1 を৒ͣている。�
この図から、図 � および図̑とҡなり、ਕ޳รಊが大きくรԿするॶは、౐心から཯れてお
り、સର的にรಊの大きさがかなり大きくなっている。�

�
図̒�

�
�

৏ىを੖理すると、まͥ図２と図̑から、౐ݏࢤの൥ҕを֨͝ると、ਕ޳รಊの大きさが
減ঙするものの、ਕ޳รಊのรԿが大きいॶはรわらͥ、��NP から ��NP の間で͍る。つ

図3

(b) 都心の魅力が上昇するケース

　図４は、(31) に関して、 10000A = 、 1 30dd � 60、 200E = で描かれている。ただし、

縦軸の値が大きいことから、(31) に0.1
146を乗じている。

　図4から、図2および図３と異なり、人口変動が大きく変化する所は、都心か
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ら離れており、全体的に変動の大きさがかなり大きくなっている。

��
�

�

�
�E�౐心のຳྙが৏তするケース�
図̒は、����にؖして、 15000A= 、1 60dd � 、 200E = で描かれている。たͫし、ॐ࣢の
஍が大きいことから、����に 1460.1 を৒ͣている。�
この図から、図 � および図̑とҡなり、ਕ޳รಊが大きくรԿするॶは、౐心から཯れてお
り、સର的にรಊの大きさがかなり大きくなっている。�

�
図̒�

�
�

৏ىを੖理すると、まͥ図２と図̑から、౐ݏࢤの൥ҕを֨͝ると、ਕ޳รಊの大きさが
減ঙするものの、ਕ޳รಊのรԿが大きいॶはรわらͥ、��NP から ��NP の間で͍る。つ

図４

　上記を整理すると、まず図２と図３から、都市圏の範囲を拡げると、人口変

動の大きさが減少するものの、人口変動の変化が大きい所は変わらず、20km

から32km の間である。ついで図３と図４から、都心の魅力をさらに２倍大

きくすると、人口変動の大きさが大きくなり、人口変動の変化が大きい所は、

32km から45km の間である。したがって、都市圏の空間的大小は人口変動の

大きさに影響するが、都心の魅力の大きさが増すと、人口変動の起こる場所が

より都心から離れた所に移っていく傾向が見られる。

　これについては、都市圏が拡大されれば、人口変動が緩和され、都心の魅力

が高ければ、少しくらい都心から離れても企業や住宅が立地するといった現状

を反映しているように見える。

　ここで、付録から、(31) に対してべき乗級数を応用すると、

 0.5

2

20 ( 1) 1m A E d
h d

ª º§ ·d − − d¨ ¸« »© ¹¬ ¼
 (32)

であるならば、
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 20.5
2

2 2

1 2 1 21 ( 1) 1 ( 1)
2 2

m A m Af E d E d
h d h d

ª º ª º§ · § ·§ · § ·= + − − = + − −« » « »¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹© ¹ © ¹« » ¬ ¼¬ ¼

 (33)

で表される。

　図５は、(33) に関して、  
2

2 1
20000

m
h

= 、 10000A = 、 1 20dd � 、 200E = で描か

れている。

　図５から、インパクトとしての就業機会が多く、所得が高い都心の人口変動

が極端に高く、その変動は都心周辺ではほとんどなくなり、そこから郊外にか

けて、徐々に高くなって行く。これについては、都心の地価が極端に高いため

に、その周辺の人口変動はすぐになくなり、その変動が都心部周辺から続いて

いることを物語っている。
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で表される。(34) から、
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 (35)

が導かれる。

　ここでのケースを考慮すると、ポテンシャルとしての都市の魅力は都心から

の距離が短いほど高いとすれば、このポテンシャルは、上記同様に、

 ( ) AV d
d

=

 

(36)

で表される。

　また、(36) を (35) へ代入すると、人口変動関数は、
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で表される。

　図6、図7、図8は、(37) における係数
 

2

2m
h および A を 1 として、E のエネルギー

は都市圏人口 5、10、100として、都心からの距離を 1 20dd � として描かれている。

図6　都市人口10万人で距離が30kmのケース
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なお、ここでは都市圏をイメージし易くするために、それぞれ万人、km の単

位を用いている。

　整理すると、図6、図7および図8から、都市圏人口および都市圏が空間的に

大きいほど、人口変動の波の数が多く、波長が短いことを示唆している。これ

については、東京大都市圏に見られるように、人口が多く、空間的な拡がりが

持つほど人口の変動が活発であることを物語っている。

図8　都市人口50万人で距離が50kmのケース
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਄い。さらに、౐心のຳྙの߶まりは౐ݏࢤસରのਕ޳รಊを৏তさせ、౐心からより཯れ
たとこΘで、さらにͨれがଁٺすることが෾かった。おͨらくこれらの಼༲は実ৄ෾ੵをし

�
��これについては、ྭえば、ຉ場��������、୊�নԮ、������٤ీ、������Ԯݬ、�� �হ、୊̑হ�なʹ
は、とてもฑҝにઈ໎されている。�

図7　都市人口50万人で距離が30kmのケース
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III　おわりに

　ニュートンやアインシュタインの幾何学的な理論よりもボーアやシュレディ

ンガーに代表される量子論は数学的素養がなければ、理解が難しい。量子論の

基礎は、確率論的であり、オイラーの虚数や複素数の考え方13を学んだ上で、

波動関数を理解する必要がある。

　本研究は、門外漢の私にとって、物理学者からすれば、奇妙に思われるかも

しれないが、重力モデルは社会科学、とりわけ地域科学の分野 ( 地理学、マー

ケティング、地域経済学など ) および都市計画に応用されている。そこで、量

子力学における波動関数も社会科学に応用できないかと考え、ここでは、シュ

レディンガー方程式を都市圏の人口変動に応用した。ただし、難解な数学的処

理を排除するために、それぞれの係数を単純化して分析を行っている。

　ここでは、現実の世界と虚 ( イメージ ) の世界を区別しても、時間に対して

のポテンシャルとしての効用が限界効用逓減の法則に従っている。現実に得ら

れた時間の方が虚の時間よりも２倍大きいことが分かった。そこでは、時計と

三角関数時計が共存していることは興味深い。さらに、都心の魅力の高まりは

都市圏全体の人口変動を上昇させ、都心からより離れたところで、さらにそれ

が急増することが分かった。おそらくこれらの内容は実証分析をしても近い結

果が得られるものと考える。

　今後は、複素数の世界について、あらゆる学問の分野から追及して行くこと

が課題として残される。究極的には、私たちが住んでいる社会は複素数の世界

であっても無限からゼロの操作によって、現実の世界か虚の世界のどちらかへ

も転ぶことを明らかにしたような気がする。

13　これについては、例えば、堀場 (1990)、原岡 (2013)、吉田 (2012)、松岡 (2020、第2章、

第３章 )などは、とても平易に説明されている。
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付録

指数関数のべき乗級数を用いると、
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および
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であることから、
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で表される。

ここで、 1 1x− d d とすると、上式は、

 211
2

f x= +

によって近似される。
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