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1. はじめに

力学的エネルギー、運動量、角運動量、こ
れらはひとつの力学系において保存量として
知られている物理量である。即ち、ある力の
もとで力学的対象である物体の運動を考える
とき、それらは常に一定の値に保たれるとい
う意味をもっている。ところが、これらの
量は別の側面を持っている。それは、運動の

時間発展の生成子という側面である。たとえ
ば、運動量は並進運動を引き起こす生成子で
あり、角運動量はある軸のまわりの回転運動
を引き起こす生成子である。これらは、数
学的に言えば symplectic manifold における
moment map という概念で表現される［１］。
即 ち、moment map と は phase space の 座
標 ( ) に対して群 を作用させたとき
に、その作用した後の phase space が再び

要　　　約：� Moment map とは、力学系における保存量としての運動量な
どの概念を一般化して、symplectic manifold 上の幾何学的な量
に対する群の作用によって定義した写像を意味する。数学的な
moment map の定義は、物理的直感が利かず、物理学者にとっ
てはなかなか馴染みにくい。そこで、本稿では moment map
の定義を物理学的に解釈し、またそれに関わる重要な帰結を物
理学の立場で整理し、その重要性について考察する。前稿まで
は、「Moment Map のすすめ（Ｉ）」において有限次元の力学系
について考察し、「Moment Map のすすめ（II）」において無限
次元の力学系としての gauge 場の理論について考察した。本稿
では、有限次元の力学系の場合に明らかに出来ていなかった保
存量と moment map の関係について考察する。その結果、３次
元空間における Kepler 問題の保存量である Runge-Lenz vector
は、４次元調和振動子の位相空間の symplectic 幾何学に関わる
SO(4) moment map を Kustaanheimo-Stiefel 変換によって３次
元に symplectic 縮約したものであることを示す。
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symplectic であることが保証される（即ち、
symplectic 2-form が保存される）ような群
作用の生成子のことである。簡単に言えば、
無限小正準変換の生成子ということである。

この定義の意味だけで考えると、moment 
map は何か具体的な物理量である必要はな
く、物理量とは無関係にその存在を考えるこ
とができるものであるかのような印象を受け
る。ところが、moment map として紹介され
るものは、ほとんどがある力学系における保
存量であって、例えば上で紹介した通り運動
量や角運動量などは保存量であると同時に空
間の対称性に関係する群作用の moment map
でもある。

一方、保存量のすべてが moment map の
条件を満たすかといえば、そうではない場合
が存在する。例えば、Kepler 問題の力学系
における Runge-Lenz (RL) vector がその典
型的な例である［２］。RL vector は、 に
比例する中心力が存在する力学系においての
み保存することが知られている特別な保存量
で あ る。RL vector は moment map で あ る
角運動量と組んで SO(4) (SO(3) × SO(3)) 群の
algebra を満たす。しかし、後で述べるよう
にそのままでは所謂 moment map の定義を
満たしてはいない。この点については、前著

「Moment Map のすすめ（Ｉ）」で詳しく述
べた［３］。しかし、その後この点に関して
更に詳しく調べた結果、以下のようなことが
分かった［４］。

２次元 Euclid 空間の phase space は、正
準変換である Levi-Civita 変換［５］により
異なる座標の phase space で表現することが
できる。その際、元の座標系で表された調
和振動子系は、新しい座標系では Kepler 問
題の力学系になることが知られている［６］。
これと同様に４次元 Euclid 空間における
phase space は Kustaanheimo-Stiefel (KS) 変
換［７］により３次元 Euclid 空間における
phase space に symplectic 性を保ちながら次

元を落とすことができる。これを Marsden-
Weinstein（MW) の定理と言う［8]。その際、
特に４次元の調和振動子系は KS 変換により
３次元の Kepler 問題の力学系と結びついて
いることが分かっている［９］［10］［11］。

４ 次 元 空 間 の 調 和 振 動 子 系 で は
Hamiltonian や角運動量以外にも幾つかの保
存量が存在する［12］。これらの保存量は、
それらの適当な線形結合の組み合わせを考え
ると、角運動量と合わせて phase space 上で
の SO(4) 回転の生成子になることがわかる。
ただし、この生成子は調和振動子の保存量か
ら見つけることができるが、本来具体的に力
学系が何か（つまり、調和振動子系であるな
し）に関わらず４次元空間の phase space 上
で必ず存在するものであるということは気を
付けておくべきであろう。そして、まさにそ
れが４次元空間の phase space ( ) に
おける SO(4) 群作用の moment map の条件
を満たしていることがわかる。さらに、そ
の moment map を、KS 変換によって３次元
に symplectic reduction すると、それが RL 
vector になることが分かる。

即 ち、RL vector は ４ 次 元 空 間 の phase 
space に お け る SO(4) 回 転 の moment map
が、KS 変換により３次元空間の phase space
に reduction したときの表現であるというこ
とである。さらにこの事実はこれまで考えら
れていたように RL vector が力学系に固有の
保存量であるというよりも、その他の保存量
と同じように phase space の幾何学的な対称
性から導かれる保存量であることが分かる。
これらの事実は geometric algebra の記法を
用いると、比較的容易に示すことができる。
この論文はその方法を用いて上述の事実を確
認することが目的である。

この論文の内容は、以下の通りである。ま
ず次の章では moment map の定義を示し、
簡単な例として調和振動子の Hamiltonian や
角運動量が moment map であることを紹介
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する。次に、３次元 Kepler 問題の力学系で
は RL vector が保存量として存在し、それ
は Kepler 問題の力学系固有の保存量であり
moment map の条件を満たしていないことを
示す。その後、４次元調和振動子系における
保存量の一部が phase space 内の SO(4) 群に
関する moment map となることを示す。さ
らに、KS 変換を紹介し、４次元の調和振動
子と３次元 Kepler 問題の関係を geometric 
algebra を用いて明らかにする。最後に、４
次元調和振動子系での保存量であり、且つ
SO(4) moment map となるものが、KS 変換
によって３次元空間では RL vector となるこ
とを、geometric algebra の方法を用いて具
体的に示す。なお、本稿は英文で発表した論
文 “Runge-Lenz Vector as a 3d Projection of 
SO(4) Moment Map in  Phase Space” 

［４］の成果を踏まえて、これを日本語で解
説・補足し「Moment Map のすすめ」の位
置付けに適した内容として発表することを目
的として記した論説である。

2. Moment Map

moment map を数学的に定義すると、以下
のようになる。

symplectic manifold（即ち、閉じていて非
退化な symplectic 2-form が備わっている
manifold) があって、その manifold に対
して Lie 群 が作用するとき、写像

が以下の条件を満たす場合、 を moment 
map という。

１. �任 意 の に 対 し て  
= が成立し、

２. � の作用による tangent vector field 
に対して、 が成り立つ。

まず１. は が equivariant であるという
ことを保証する条件である。2. は重要な意

味を持っていて、2-form に対する tangent 
vector field 方向への Lie 微分が

で 定 義 さ れ る こ と か ら、 が symplectic 
2-form で あ る と す れ ば、 は

であるための、即ち 方向への
の不変性を保つための必要十分条件となって
いる。

上述が moment map の数学的な定義であ
るが、それを物理学的な言葉で簡単に言え
ば、ある種の変換が を不変にするというこ
とは、その変換が正準変換であり、moment 
map はその正準変換の生成子であるという
ことである。

と こ ろ で、 あ る manifold 上 の 座 標 を
と し た と き、 そ の 座 標 が あ る 作 用 に よ
り parameter で 変 化 す る 場 合 の tangent 
vector field は、

で定義される。特にその manifold が、一般
化座標と一般化運動量 ( ) を座標とする
phase space であるときの tangent 
vector field は

と書くことが出来る。ここで、もし

を満たすような関数 があったとすると、そ
のときの tangent vector field を Hamiltonian 
vector field と呼び、

と書くことができる。この結果から明らか
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なように、 は phase space に作用する変換
の generator となっている。もし今考えてい
る作用が群 によるものである場合、この

が上で数学的に定義された moment map  
である。この事実は以下のようにしてわか
る：

この が存在して、その tangent vector 
field が上のように Hamiltonian vector field 

で書けたとすると

となる。これは、まさに は moment map
の定義のなかの２つ目の条件を満たしている
ことが分かる。つまり、群が phase space に
作用することによる tangent vector field が
Hamiltonian vector field として表現できると
いうことと、tangent vector field  と と
の interior product が、ある関数 の全微分

と書けるということは等価であり、これ
らの条件が満たされているということは、群
の作用が symplectomorphic であること、即
ち正準変換になっているということが保証さ
れたことと等価である。

要するに、「phase space に対する群の作
用による変換が ( 無限小 ) 正準変換になって
いるときには必ず moment map が存在し、
それはその ( 無限小 ) 正準変換の generator 
である。」ということができる。

で は こ こ か ら は、 も う 少 し 具 体 的 に
moment map としてどのようなものが考え
られるかを見ていくことにしよう。

2.1. 調和振動子の Hamiltonian
ま ず 初 め の 例 と し て、 調 和 振 動 子 の

Hamiltonian が moment map

であることを示す。ただし、ここでは問題を
見やすくするために運動する粒子の質量や
potential 項の係数は１としている。

このとき、phase space は で、そ
の座標は一般化座標と一般化運動量により
( ) で張られており、symplectic 2-form 
は で表される。

ところで、群 による phase space 上の
作用というだけならいろいろ考えられるはず
だが、ここでは は で、
に対して

のように作用する場合を考えよう。すると

なので、このとき tangent vector field は

と表される。それを の式に代
入すると、直ちに

となることがわかる。即ち、この式が成立す
るためには、

（4）
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でなければならないことがわかる。これ
がこの場合の moment map ということで
ある。これは調和振動子の Hamiltonian そ
のものであり、言い換えれば調和振動子の
Hamiltonian は、上のような phase space へ
の U(1) 群の作用による moment map だとい
うことが出来る。

2.2. 角運動量
次に、ここでは角運動量が moment map

であることを見てみよう。３次元空間にお
いては角運動量は３つあるので、それを

と書くことにする。
角運動量は一般化座標と一般化運動量

を３次元回転させることに相当するので、
manifold 上の座標に作用する群は SO(3) 群で
ある。この群を具体的に作用させるときの表
現は色々あるが、今は Pauli 行列を利用して
次のように表現することにする。

したがって

となり、tangent vector field は

となることがわかる。したがって

となり

が得られる。この moment map はまさに角
運動量である。

3. Kepler 問題と Runge-Lenz Vector

Kepler 問題の力学系には Hamiltonian や
角運動量のような保存量とは別に、Runge-
Lenz (RL) vector という保存量が存在する。
RL vector は調和振動子の力学系には現れな
い保存量であり、その意味においては、その
まま phase space の幾何学に関係するような
ものではなく、dynamics の形に依存する保
存量である。

まず、どのように RL vector が導かれるか
を示して置く。

３ 次 元 空 間 の Kepler 問 題 の 力 学 系 に
お い て 運 動 方 程 式 は、 位 置 ベ ク ト ル を

とすると

と表される。当然、この系は中心力なので角
運動量が保存する。

次に、運動方程式 (1) に、右から の外積を

（5）
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とると

となる。ここで

であるから運動方程式は

と書き換えられる。また、右辺は

より

と書き換えることができる。よって、すべて
左辺に移項してみると

となり、括弧の中身が時間的に不変であるこ
と、即ち保存量であることが分かる。この
括弧の中身が所謂 RL vector である。この
ように RL vector には Kepler のポテンシャ
ル項に由来する項が必要である。つまり RL 
vector は Kepler 問題の力学系特有の保存量
であり、一見すると phase space の無限小
回転を引き起こす生成子のようには見えな
いので、moment map とは無関係に思われ
る。しかし、もし質点が楕円軌道を描いてい
るとすると、即ち、Kepler 問題における力
学的エネルギー が を満たしている
とすると、RL vector を と
normalize することにより、角運動量 と 

は

と い う 構 造 を 持 つ。 即 ち、RL vector は
moment map である角運動量とペアを組ん
で の代数を満たす
generator になっていることが分かってい
る。この事実は、RL vector が何らかの形で
moment map と関りを持っているはずだと
いうことを示唆していると考えられる。

4. �4次 元 調 和 振 動 子 の 保 存 量 と SO(4) 

Moment Map
３次元空間の Kepler 問題における RL 

vector と４次元空間の phase space におけ
る moment map の関係を調べるためには、
まず４次元空間の phase space に存在する
SO(4) 回転を生成する moment map を見つ
ける必要がある。その見つけ方としては、
moment map はこれまで調和振動子系の保
存量として見つかっているという事実を踏ま
え、まず４次元の調和振動子系を考え、その
保存量の組み合わせを考えるという手続を踏
めばよい。

４次元の調和振動子系では、保存量として
Hamiltonian

と角運動量

が存在することはよく知られているが、それ
以外にも

（6）
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という保存量が存在することが分かってい
る［12］。

これらの保存量を使って以下のような組み
合わせを考える。

もちろん、この も保存量の線形結合なの
で調和振動子系の保存量である。例えばこ
れらと角運動量の一部 を組み合わせると
SO(4) の algebra

を満たすことは、計算をしてみれば簡単に分
かる。

ところで、これらは phase space 内での無

限小回転を生成する。例えばここでは具体的
に によって生成される無限小回転の結果
を示すと

となる。( Appendix で を含め残りの具体
的な結果を示しておく。) 更に、これらの無
限小回転は行列 で表現することがで
きて、例えば に対応する行列 を示すと

となる。（これらについても残りの結果は
Appendix を参照）当然ながら、このように
得られた は SO(4) の algebra

を満たすことは容易に示すことができる。さ

らに とす

ると はそれぞれ SO(3)  と SO(3)  
の algebra を満たすことは明らかである。こ
れらの結果を用いて SO(4) 無限小回転うち、

による回転の tangent vector field を作る

（7）
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と

ただし、

と表すことにより tangent vector field は

ただし

と 表 す こ と が で き る。 こ れ を 用 い て
symp l e c t i c  2 - f o rm と の
interior product を計算すると、

となることが容易に確かめられる。また同様
に (12) において の代わりに を用いれ
ば も同じように上の式を満たすこ
とが分かる。この結果は、まさに

が４次元空間の phase space における SO(4) 
moment map であることを示している。

5. Kustaanheimo-Stiefel 変換

ここで、３次元空間における RL vector
と４次元空間の phase space における SO(4) 
moment map と の 関 係 を 理 解 す る た め
に、KS 変換による symplectic reduction と
Marsden & Weinstein (MW) 定理について紹
介しておく。

MW 定理と symplectic quotient の定義は、
数学的には以下のようなものである。：

を symplectic 2-form が備わっている
symplectic manifold とする。また、compact 
Lie 群 が に 作 用 し、 そ の と き の
moment map を とする。そのとき、写像

は包含写像（inclusion) であ
り、 は自由に に作用すると仮定す
る。そのとき

● �軌道空間 は manifold
である。

● �写像  : は principal 
-bundle であり

● � には を満たす sym-
plectic 2-form が存在する。

こ れ が MW 定 理 で あ り、
は の に つ い て の symplectic 
quotient、もしくは Marsden-Weinstein-Meyer 
quotient と呼ばれ、このように次元を落とす
ことを symplectic reduction と呼ぶ。

簡 単 に 言 え ば、MW 定 理 と は、 あ る
constraint のひとつである moment map に
より自由度を一つ減らすことで、symplectic 
2-form を不変に保ちながら空間の次元を一
つ落とすことができるということを言ってい
る。つまり、異なる次元への正準変換の一般
化ということができる。

特に、４次元空間を３次元空間に落とすよ
うな symplectic reduction を Kustaanheimo-

（8）
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Stiefel (KS) 変換という。
KS 変換の表現方法は色々あるが、この論

文では geometric algebra の方法を用いるこ
とにする。Geometric algebra とは

を満たす基底 を用いた表現方法で、例え
ば４次元空間の座標と運動量を

のように表す。この定義によると

となる。ここで３次元空間の座標を とす
る。すると を使って KS 変換を表すと

となる。詳しく成分で中身を見てみると

であり、

であることがわかる。さらにこれより

となり、また次のような量を定義する。

 

この は KS 変換をする際に自由度を減らす
ために固定する moment map になる量であ
り、もし であると仮定すると

であることが分かる。このことから、３次元
の力学系の Lagrangian

は４次元の座標 で表すと

と書き換えられる。ここで は あるいは
に依存するポテンシャル項である。これ

により４次元座標に対する一般化運動量は

で与えられることが分かる。これを用いると
３次元空間の運動量 は geometric algebra 
の記法では

と表されることがわかる。ただし、 は
multivector の grade- の部分を意味する。
ここで grade の定義について補足しておく。
３次元ユークリッド空間の場合、vector は
geometric algebra では

と表される。これは を持つ項だけで表さ
れているので、その形から grade １を持つ
量であると言われる。(14) により、任意の２
つの vector の geometric product は

（9）
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と表される。このとき、内積 は grade
０であり、外積 は grade ２であること
がわかる。３次元空間では、もっとも一般的
な multivector は

と表される。つまり、３次元では grade ３を
超える grade の項は存在しない。なぜなら
ば grade ３の項は であるが具体的には

というものしか存在せず、これに任意の
をかけて grade を上げようとしても grade 
は (14) より逆に grade ２に下がってしまう
ためである。

ところで、４次元の調和振動子系は、KS 
変換によって３次元空間となった世界では
Kepler 問題の力学系になることが知られて
いる。この事実は geometric algebra で容易
に示すことができる。

４次元空間の調和振動子の Hamiltonian (5) 
式は geometric algebra の記法では

と表される1。これは の性質を使って変
形していくと

となり、(16),(17),(19) 式と

であることを使えば、 = 0 とすると

となる。ここで、この Hamiltonian を
という関係を使って書き直す。

そのとき、両辺を で割ると、原点を除き

という形に表すことができる。これはまさに
３次元空間の Kepler 問題の Hamiltonian で
ある。

もちろん、 はもとの Hamiltonian そのも
のではなく、もとはポテンシャル項の係数
である。つまり、ポテンシャル項の係数と
Hamiltonian の役割がお互いに入れ替わって
いるので、上の結果はそのまま二つの力学
系が同等 (equivalent) であるという意味では
ない。しかも、この関係は の
ときにのみ成立する。つまり Kepler 問題の
力学系では閉じた軌道運動をする場合にのみ
成立する関係である。しかし、KS 変換は次
元は異なるが symplectic 2-form を不変に保
つ変換なので正準変換のひとつである。した
がって、Kepler 問題の力学系において閉じ
た軌道のエネルギーの値をあるひとつの値に
固定した運動を考える限り、その値を４次元
調和振動子の力学系のポテンシャル項の係数
と見做して同じ運動として取り扱うことが出
来るという関係があることを意味している。

１�これまでは、計算の煩雑さを避けるために調和振動子のポテンシャル項の係数を１として議論してきたが、ここからはポテン
シャル項の係数自体が重要な役割を演じるので、１ではなく として考えていくことにする。

（10）
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6. �Moment Map としての Runge-Lenz 

Vector  

さ て、 前 章 の 議 論 に よ り geometric 
algebra を利用すると、４次元調和振動子
の力学系と３次元 Kepler 問題の力学系を結
びつける KS 変換を簡単に示すことができ
た。そこで、３次元の RL vector は４次元
の phase space の moment map とどのよう
に関係づけられるかについても geometric 
algebra を用いれば簡単に示すことができる
であろうことが、容易に想像できる。そこ
で、ここではその問題について考察する。

ところで、４次元の調和振動子系における
保存量 (7) 式を使って次のような量を考える。

この式は前節で紹介した調和振動子系の保存
量であり SO(4) moment map であるところの
(8) 式を geometric algebra の記法で表現した
ものである。ただし、moment map =０を仮
定している。すると、

×

×

なので、 ならば、

であることが分かる。これを踏まえて (20) 
式は、 が Kepler 問題の Hamiltonian の値
であったということから

のように変形できることが分かる。
一方、３次元空間での角運動量 はこの

記法では

と表すことができる2。また、

であることを利用すると RL vector

は

２�３次元の角運動量 は、４次元の角運動量 と全く同じ式で表されており、そのままで SO(3) algebra を満たしていることに
注意。

（11）
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と表されることが分かる。この式の両辺の符
号を反転すれば

となり、もともと

であるから

であることが分かる。つまり、もともと４次
元空間では dynamics には依存しない phase 
space 上の回転を引き起こす生成子である
moment map は KS 変換をすると３次元空間
の Kepler 問題の保存量である RL vector に
なるということが分かる。

7. まとめ

Kepler 問 題 の 力 学 に お け る RL vector
と moment map の関係について調べた。 
そ の 結 果、RL vector は ４ 次 元 空 間 の
phase space に作用する SO(4) 回転に関わ
る moment map を KS 変換で３次元に落と
した際の軸性 SO(3) 部分の表現であること
を、geometric algebra の方法により示すこ
とができた。その結果、moment map とい
う概念とは関係が無いようにみえていた RL 
vector が、なぜ３次元空間の Kepler 問題の
力学系で保存量として存在するのかという
理由が明らかとなった。４次元空間におけ

る moment map は調和振動子の保存量とし
て存在している。KS 変換は４次元の調和振
動子系を３次元の Kepler 問題の力学系に移
し替えると同時に、４次元の調和振動子の保
存量として存在していた SO(4) moment map
も RL vector に移し替えていたのである。

moment map は保存量という側面を持ち、
phase space の幾何学的な対称性に関わる保
存量であった。それに対し、RL vector は
phase space の対称性とは関係が無い、特別
な力学系に依存する力学的対称性に基づく保
存量であると考えられてきた［13］。しかし、
実は RL vector も、もとをただせば幾何学的
な対称性に基づく保存量であることが分かっ
たのである。

またそれに加えて、RL vector が SO(4) 回
転の生成子となるのは、質点が閉じた運動を
している場合に限られるという理由につい
ても明らかにすることができた。３次元の
Kepler 問題の力学系で質点が閉じた運動を
するのは のときである。 となる
のは、 という関係から、４次元の
調和振動子系においては、ポテンシャル項の
係数 が正値であることに対応している。

実際、例えば だったと仮定する。
その場合は 、即ち４次元の調和振動
子のポテンシャル項の符号が負の値になるこ
とに対応する。すると、系に働く力は引力で
はなく斥力になり閉じた運動をすることはな
くなる。つまり、もはや調和振動子ではなく
なってしまう。

一方、その事実に対応して KS 変換により
３次元に落とした空間では、Kepler 問題の
Hamiltonian におけるポテンシャル項の係数
の符号は とは無関係なので、 の符号が
変わってもそれに連動して Kepler のポテン
シャル項の符号が変わることはなく、質点に
働く力は引力のままである。しかし、その代
わりに Hamiltonian の値の符号が変わり、質
点の運動は閉じていない円錐曲線、つまり放

（12）



論　説

ー 13ー

Moment Map のすすめ（III）

物線軌道もしくは双曲線軌道を描く運動だけ
が許されることになる。
その際、  の符号が変わると、４次元の
phase space 内で定義された SO(4) の生成
子のうち 同士の Poisson bracket (11) 式
の 左 辺 は 負 と な り、(9),(10),(11) 式 は SO(4) 
の algebra を 満 た さ な く な る。 つ ま り、
moment map の条件を満たさなくなる。そ
れと同時に、３次元の場合の角運動量と RL 
vector が満たしていた (2),(3),(4) 式について
も SO(4) の algebra を満たさなくなるわけで
ある。これが３次元空間の Kepler 問題の力
学系では、閉じた運動をする場合に限って角
運動量と RL vector が SO(4) の algebra を満
たす理由である。

Appendix

と が SO(4) 回転の生成子であること
を示す。まず、 と の Poisson bracket 
を示すと

（13）
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となる。これらは phase space 内での無限小
回転を引き起こしていることがわかるが、そ
れらは行列 で表現することもできる。

（14）
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