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1．はじめに

　四つの領域A，B，　C，　Dはそれぞれ一辺の長さaの正方領域で，図1のよ

うな形で隣接している。従来，領域内，領域間の移動は徒歩に限定されていた

が，各領域A，B，　C，　Dの中心を結ぶ鉄道（図1の太線）が新設され，領域

問の移動にこの鉄道を利用することができるようになった。
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　　　　　　　　　　　　　　　　図1

本稿の目的は

（Q1）移動者（利用者）の出発地と到達地に依存して最適な移動手段を求め

　　　ること

（Q2）鉄道の効率（徒歩だけの場合に比しての移動時間短縮の割合）を評価

　　　すること
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である。これらの問に答えるため，以下の仮定を設ける。

（A1）徒歩速度を1，鉄道の速度をvとする。ここでは簡単のため，　v＞2

　　　と仮定する。

（A2）徒歩による移動距離の測定にはrectilinear距離を用いる。

（A3）各領域の人口密度は一定で一様であり，移動も一様である。すなわち，

　　　毎回の移動において，出発地，到達地は各々独立にABCD上で一様に

　　　発生するものとする。

　位置関係の対称性から，次の2っのケースを調べれば十分である。

ケース1：領域Aから領域Bへ移動する場合

ケース2：領域Aから領域Cへ移動する場合

2，最適移動手段

　以降の議論においては，領域Aの左端を座標原点に取り，横軸をx軸，縦軸

をy軸とする。利用者の出発地，到達地を座標で表す時，それぞれを出発点，

到達点と呼び，（x、，yl），（x、，　y、）で表す。（A1）と（A2）で仮定され

たrectilinear距離より，この2点問の徒歩による移動時間は

　　lx2－xll十　ly2－yll

で与えられる。

　ケース1の場合は既に三浦［1］，三浦，腰塚［2］により調べられているの

で，彼等の結果を定理にまとめておこう。この場合，移動手段は

　　　　W：出発点から到達点まで徒歩で移動する

　　　　RAB：駅Aから駅Bまで鉄道を利用する

の2っである。対称性より，0≦Xl≦a，0≦y1≦a／2の範囲で考えれば十

分である。
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　　　　　　　四隣接正方領域を結ぶ交通網の最適利用とその効率

定理1（領域Aから領域Bへの移動）

［1］最適移動手段

　領域Aの出発点（x1，　Yi）と領域Bの到達点（x2，　y2）に依存して最適な

移動手段は図2のように5っの場合に分かれる。
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［II］領域間平均移動時間

　最適移動手段の下での領域A，

れる。

　　M・・（・）一（ZZ／9＋轟「齢＋、毒

また，鉄道の効率EAB（v）は

　　EAB（v）一me’z‘（￥i一｛1一（X99＋一61，i｝一3，一il，llZ

図2

2十1）
　　v

B間の平均移動時間MAB（v）は次式で与えら

4gt5“govs）a

（X／9＋dite3，　mkt7．2＋±tv4　rdetovs）
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で与えられる。v→。。のときの極限は

E　，，　（　oo　）　＝＝　lim．一．　E　．，　（v）　＝　一lggg－g　＝　：　O　．　6s12s

　本稿の主題であるケース2に移ろう。この場合は移動手段として，前述，W，

RABの他にRAc，　RAD，　RBc，　RDcが考えられる。たとえば，　RAcは駅Aから駅

Cまで鉄道を利用することを意味していて，A－B－C，　A－D－Cの2っのルー

トがあるが，どちらを利用しても所要時間は同じである。また，対称性から，

出発点（x1，　yi）としては0≦y1≦xl，0≦x1≦aの範囲で考えれば十分

であり，この場合，移動手段RDCは明らかにR．より劣り，選択されない。す

なわち，鉄道利用としてはRAB，　RAc，　RAD，　RBcに限定してよい。ケース2の

結果を，定理2にまとめる。

定理2（領域Aから領域Cへの移動）

［1］最適移動手段

　領域Aの出発点（Xl，　y1）と領域Cの到達点（x2，　y、）の両者に依存して

最適な移動手段は図3のように7っの場合に分かれる。

yl＋一p＋羨・

lil．T　（a）　（x，，　yi）EAI

　　　　　　図3（a～b）

i．　（b）　（xi，　y，）EAI
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［II］領域問平均移動時間

　最適移動手段の下での領域A，C間の平均移動時間MAC（v）は次式で与えら

れる。

　　MAC（・）一Gll＋黒一瓢＋、八一、器＋，、b．s）・

また，鉄道の効率EAG（v）は

　　E・AC（・）一畿ll一寺儲磯一轟＋、き一、凝、k、。・）

で与えられる。V→。。のときの極限は

E・・（・・）一lim．一・・E・・（・）一器一〇．4875

証明　　付録参照（［1］に関しては付録A，［II］に関しては付録B参照）

　領域内の移動には鉄道は利用されないから，鉄道の効率が意味を持つのは領

域問の移動に限られる。たとえば出発地が領域Aの点の場合，到達地が領域B

あるいはDの点であれば効率はEAB（v）であり，到達地が領域Cの点であれば

効率はEAC（v）である。したがって，定理1，2と仮定（A3）より直ちに次

の結果を得る。

定理3

　鉄道の効率E（v）は次式で与えられる。

　　E　（v）　一　（g）　E．，　（v）　＋　（g）　E，，（v）

特に，v→Q。のとき

E　（oo　）　＝　limw　．．　E　（v）＝g／　＝O．6167
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　　　　　　　四隣接正方領域を結ぶ交通網の最適利用とその効率

付録A

　図A－1のように領域Aの右半分の三角形領域をA1，左半分の三角形領域

をA2とする。領域Cについても同様にC1，　C2を定義する。対称性より，出発

点（Xl，　yl）はA1の範囲で考えれば十分である。後の議論のために領域Alを

図A－2のようにAl，　Al，　Al，　Al，　Al，　Al，　AIに分割する。ここで，　Al，

A紛境界となる直線は

　　・一一・＋誓一羨

である。領域C1については，図A－3のようにClとClに分割する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　C2　．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ci

　　　　　　　　　　　　A2

　　　　　　　　　　　　　／　Ai　i

　　　　　　　　　　　　　　　　図A－1

　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　C

　　　　　　　　　　　　　　／ぎ1

　　　　　　　　　　　　．．〈　AE　iA＞

　　　　　　　　　　／　Ae　S’．　i
　　　　　　　　　｝一一一一一一一一J－r－Nl一一一一

　　　　　　／　1　Aa　iA5
　　　　　．．i　AI　i　i
　　　　／　：　：　　1　1　．i　ni　IN．a　　　，”　　　　　l　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　i葬
　　　　　　　　　　　　　　　v
　　　　　　　　図A－2　　　羨　　　　　　　図A－3

　　　　　　　　　　　　　　　　－39－7



移動手段W，RAB，　RAc，　R．．，　R，eに対応して，その要所時間をそれぞれ

fw（X2，　Y21Xi，　Yi），　fAB（X2，　Y21Xi，　Yi），　fAc（X2，　Y21Xb　Yi），　fAD

（x2，　y、lxl，　yl），　fBc（x2，　y，lxl，　yl）と記すと，明らかに

（A．1）　f．（x，，　y，ix，，　yi）＝（X2－Xi）十（Y2－Yi）

（A．2）　fAB（X2，　Y2！Xi，　Yi）

　　　　　　　一1g－x，1＋1g－y，1＋g＋j｝’一x，i＋（y2－g）

（A．3）　fAc（x2，　Y21Xi，　Yi）

　　　　　　　＝lg－xi　1＋1S－yi　1＋1’＋1｝’一x21＋1｝’my21

（A．4）　f．．（x，，　y21xi，　yi）

　　　　　　　一S－Xli＋lg－y，1＋e＋（　　　　ax　2　L　’12”）刊誓一・・1

（A．5）　fBc（X2，　Y2iXi，　Yi）

　　　　　　　＝（！li’L－xi）＋　1　一：一一yi　1　＋一（）一＋　1　｝’一x2　1　＋　1　一｛ll’L－y2　1

ただし，（x1，　y1）∈Al，（x2，　y2）∈C。

　出発点（x1，　y、），到達点（x2，　y、）の時，たとえば，2っの移動手段RAc

とRBCを比較してRACの方がRBCよりも望ましい場合，これを選好順序関係k

を用いてRAC之RBCで表す。

これは，換言すれば

　　fAc（X2，　Y21Xi，　Yi）SfBc（X2，　Y21Xi，　Yi）

という関係を表している。

補題1（RABとR　．，の比較）

　（i）　（x，，　y，）EAi，　（x，，

　　　　　RAB之RAD

　（ii）　（x，，　y，）EAi，　（x，，

　　　　　RAD之RAB

y2）∈Clの場合

y2）∈C2の場合
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　　　　　　　四隣接正方領域を結ぶ交通網の最適利用とその効率

　証明　（A．2），（A．4）より明らか。

補題2（RAGとRBCの比較）

　（i）（xl，　y1）∈AlUAIU　Al，（x2，　y2）∈Cの場合

　　　　　　RBC之RAC

　（ii）（xl，　yl）∈AIU　A2．　U　AIU　Al，（x2，　y2）∈Cの場合

　　　　　　RAC之RBC

　証明　（A．3），（A．5）より明らか。

補題1，2より直ちに次を得る。

補題3

　（i）（xl，　y1）∈A｝UAIUAI，（x2，　y2）∈C1の場合

　　　最適移動手段は，W，　R。，，　RBCの3っに限定される。

　（ii）（xl，　yl）∈AlUAIUAI，（x2，　y2）∈C2の場合

　　　最適移動手段は，W，　RAD，　RBCの3っに限定される。

　⑳（x1，　yl）∈AIUAIUA｝UA｝，（x2，　y2）∈Clの場合

　　　最適移動手段は，W，　RAB，　RACの3っに限定される。

　（iv）（xl，　y1）∈AIUAIUAIUAI，（x2，　y2）∈C2の場合

　　　最適移動手段は，W，　RAD，　RACの3っに限定される。

補題3の（i），（ii）は移動手段がさらに限定される。

補題4

　（x、，yi）∈AIUAIUAI，（x2，　y2）∈Cの場合，最適移動手段は，　W，

　RBCの2っに限定される。

　証明　次の2っの事柄を示せば十分である。
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　　　（x2，　y　2）∈C1の場合，　W≧，　RAB

　　　（x2，　y2）∈C2の場合，　WZR．．．

これ、は（A．1），（A．2），（A．4）より明らか。

　補題4より，（Xl，　y、）∈A｝UAIUAIを固定したとき，

（A．6）　fw（X2，　Y2iXi，　Yi）＝fBc（X2，　Y2iXi，　Yi）

を満足する点（x，，y2）∈CがWとRBcの境界となる。（A．6）を調べるこ

とにより，定理2［1］（a），（b），（c）が示される。

　次の補題は，出発点が（Xl，　y1）∈Alの場合も，移動手段は，2っに限

定されることを示している。

補題5

　（x1，　yl）∈Al，（x2，　y2）∈Cの場合，最適移動手段は，　W，　RAcの2っ

　に限定される。

　証明　補題3より，次の2っの事柄を示せば十分である。

　　　　（x2，　y2）∈Clの場合，　W≧，RAB

　　　　（x2，　y2）∈C2の場合，　W≧R佃。

　これは（A．1），（A．2），（A．4）より明らか。

補題5より，（Xl，　y、）∈Alを固定したとき，

（A．7）　f．（x，，　y，1x，，　y，）＝fA，（x，，　y21xi，　yi）

を満足する点（x、，y、）∈CがWとRACの境界となる。（A．7）を調べるこ

とにより，定理2［1］（d）が示される。

（Xl，　yl）∈AlUA｝UAIの場合を調べる前に，次の補題を与えておく。

補題6

　出発点（Xl， y、）∈Al’�ﾅ定する。このとき，次が成立する。

一42一 10



　　　　　　　四隣接正方領域を結ぶ交通網の最適利用とその効率

　（i）到達点（x2，　y2）∈Clに対してRABが最適であれば，到達点（y2，　x2）

　　∈C2に対してはRADが最適である。

　（ii）到達点（x2，　y　2）∈C1に対してRAcが最適であれば，到達点（y2，　x　2）

　　∈C2に対してもRACが最適である。

　GiD到達点（x2，　y2）∈Clに対してWが最適であれば，到達点（y2，　x2）∈

　　C2に対してもWが最適である。

　証明　　（A．1）一（A．4）より明らかに，次の関係が成立する。

　　　　fAB（X2，　Y21Xi，　Yi）＝fAD（Y2，　X21Xi，　Yi）

　　　　fAc（X2，　Y21Xi，　Yi）＝fAc（Y2，　X2jXi，　Yi）

　　　　f．（x，，　y，1x，，　y，）＝f．（y，，　x21x．　yi）．

　これより明らか。

　　出発点が（xl，　yl）∈AIUAIUAI，到達点が（x2，　y2）∈Ciの場合を調

　べれば十分である。到達点（x、，y2）がC2の場合，最適移動手段は補題6

　より直ちに得られるからである。

補題7

　　到達点（x2，　y　2）∈C1に対して，2っの移動手段RABとRAcの優劣は次の

　ようになる。

　　　　R．，kR．，　O　（x，，　y，）ECI

　　　　R，，｝．i：R，，　O　（x，，　y，）ECi

　証明　（A．2），（A．3）より明らか。

　補題3㈹と補題7より，出発点が（xl，　y、）∈AIU　AlU　AIの時，次のこと

　が容易に分かる。

　　到達点（x，，y、）がClの時，最適移動手段はW，　RABの2っに限定され，

　（A．8）　f．（x，，　y21x，，　y，）＝fAB（X2，　Y2［Xi，　Yi）
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を満足する点（x2，　y，）がWとRABの境界となる。同様に，到達点（x，，

y2）がClの場合，最適移動手段はW，　RACの2っに限定され，

（A．9）　f．（x，，　y，　［　x，，　y，）　＝＝　f．，（x2，　y2　1　xi，　yi）

を満足する点（x2，　y　2）がWとRACの境界となる。

　（A．8），（A．9）を調べることにより，定理2［1］（e），（f），（g）が示

される。

付録B

　M（xl，　yt）を出発点（x1，　yl）∈AIを固定した場合の領域Cへの平均移

動時間とする。仮定（A3）より到達点は領域Cで一様に分布する，すなわち，

到達点（x2，　y2）は領域C上に一様密度1／a2を持つので，　M（xl，　yl）は

（x1，　y、）の位置に依存して，次のように計算される（図3参照）。

（i＞（XL，　y1）∈Alの場合

M（xb　yi）＝t’　」（x，，，　y，）Ec
fw（x，，　y，Ix，，　y，）dx，dy，

（ii）（Xl，　yl）∈AIUAIの場合

　　　M（Xi，　Yi）＝’：7，　f（．，，　y，）cEs，，fBc（X2，　Y21Xi，　yi）dx2dY，

　　　　　　　　＋llr’　J（．，，　y，）Es．fw（X2，　y21xi，　yi）dx2dy2

ただし，S　BC，　Swは（x2，　y2）の集合で次のように表される。

SB，＝　｛（x2，　y，）　：g＋i．＋max（y，，　S）sx，＄！li’L，

　　　　　2a＋S．　一　x　2＋max（　y　i，　S）　；S　y　2S2a｝

　　　　u　｛（　x　2，　y2）　：　li’LS　x　2＄2a，　｛1一＋Sl，7＋max　（　y　b　TS’　一）　＄　y　2S一　2a｝，

　SW＝C－SBC・

一44一 12



　　　　　　　　　　四隣接正方領域を結ぶ交通網の最適利用とその効率

⑳（Xl，　yl）∈Alの場合

　　　　M（Xi，　Yi）＝t，　J（x，，　y，）Es．，，fAc（X2，　y21xi，　yi）dx2dy2

　　　　　　　　　　　　＋t’　J（．，，　y，）Es．fW（X2，　Y2！　Xi，　yi）dx2dy2

ただし，

s，，＝　｛（x，，　y，）　：　x，＋y，一g＋e＄x，s｝’，

　　　　　　　xi一　x2＋　yi＋　a　＋一1）一＄　y2S2a｝

　　　　　　U｛（x2，　y2）：｛lt’lx2＄2a，　xi＋yi－g＋｛）一＄y2＃2a｝，

　S．＝C－S．，．

（iv）（x1，　yl）∈AIUA｝の場合

　　　　M（Xi，　Yi）＝t，　J（x，，　y，）Es，，，fAB（X2，　y21　xi，　yi）dx2dy2

　　　　　　　　　　　　＋一IIT’　J（．，，　y，）Es，，fAc（x2，　y2　1　xi，　yi）dx2dy2

　　　　　　　　　　　　＋“S7’　f（．，，　y，）Es．，，fAD（X2，　Y2　iXi，　y，）dx，dy，

　　　　　　　　　　　　＋t’　J（x，，　y，）Es．fw（X2，　Y2i　xi，　yi）dx2dy2

ただし，

SAB＝　｛（x2，　y2）　：　xi＋Sl，T＋max（yi，　一：一）Sx2：12a，　aS－y2Sa＋Sl．｝

SAD＝　｛（x2，　y2）　：　aSx2Sa＋2－aD，　xi＋i．＋max（yi，　一1）Sy2＄2a｝

S．c＝　｛（x2，　y　2）　：　a＋SI．　S　x，S　x，＋Sl．＋max（yi，　一g一），

　　　　　　　x　i一　x2＋　a　＋一e一＋max　（　y　b　一；一）　＝〈　y　2S　2a｝

　　　　　　U｛（x2，　y2）：xi＋S｝．＋max（yi，　一g一）Sx252a，　a＋Sl，rSy2S2a｝

　Sw＝C一（SABUSAcUSAD）．
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（v）（x1，　yl）∈Alの場合

　　　M（Xi，　Yi）＝t，　J（x，，　y，）Es，，fAB（X2，　y21xi，　yi）dx2dy2

　　　　　　　　　＋’llr’　f（．，，　y，）Eis，，fAc（X2，　Y21xi，　yi）dx2dy2

　　　　　　　　　＋t’　J（．，，　y，）Es，，fAD（X2，　Y21xi，　y，）dx，dy，

　　　　　　　　　＋k’　J（．，，　y，）Es．fw（X2，　y21xi，　yi）dx2dy2

ただし，

SAB＝　｛（x2，　y2）：a＋“＄x2S2a，　aSy2Sa＋i．｝

San＝＝　｛（x2，　y2）：a＄x2＄a＋i．，　a＋8．Sy2＄2a｝

SAc＝　｛（x2，　y2）：a＋XS－x2＄2a，　a＋i．Sy2＄2a｝

　Sw＝C一（SABUSAcUSAD）．

以上より分かるように，M（x1，　yl）は単純な積分の繰り返しであり，

Mathematica等のソフトを用いて計算するのが効率的である。（i）一（v）よりM

（x1，　y　1）が得られれば，領域A，　C間の平均移動時間MAC（v）は再び仮定

（A3）より

　　　MAc（V）＝＝g，　J（．，，　y，）．A，M（xi，　yi）dxidyi

で計算される。これを実行して定理2［II］の結果を得る。（詳細省略）。
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